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Forord

For biologer, kemister och andra inom miljodvervakningen ér statistik ett hjdlpmedel for att undersoka
om det t.ex. finns ett monster eller ndgra skillnader i en méngd siffror. Statistik &r ocksd en matematisk
vetenskap, grundad pa mer eller mindre avancerade matematiska resonemang. Som statistikanvindare
behdver man inte kunna all teoretisk bakgrund, men man maste kénna till olika statistiska testers
forutséttningar och begrénsningar. I och med datorernas intag har detta blivit &n mer aktuellt eftersom
alla statistikprogram snillt rdknar pa de siffror man matar in, oavsett om data uppfyller
forutsattningarna for ett visst test eller ej.

I denna bok har jag riktat mig till statistikanvéndare som vill ldra sig mer om grundldggande statistik
och om vilka forutsittningar som géller for olika statistiska tester. Nagra avsnitt &r mer teoretiska dn
andra, men hela tiden har jag forsokt att beskriva formler och fora resonemang pé ett handfast och
konkret sitt sa att personer om inte dr bevandrade i det matematiska spriket ska kunna tillgodogora sig
innehallet.

Man skulle kunna likna anvédndningen av statistik med ett husbygge. En lekman kan bygga ett hus som
vid en forsta anblick ser gediget ut, men som vid en ndrmare granskning visar sig ha méngder av fel
och brister som uppstétt eftersom lekmannen inte haft tillrdcklig kunskap om hur man bygger hus.
Precis pa samma sétt dr det med statistiken. Om man inte kénner till nér man kan och inte kan tillimpa
olika statistiska tester kommer man forr eller senare att f4 fuktskador i duschen och séttningar i
husgrunden.

Det dr séledes av stor vikt att kunna mer &n hur man far sitt datorprogram att utfora ett visst test. Bara
for att man kan spika vet man inte hur man bygger att hus. Min forhoppning ar l4sare dven utan djupa
kunskaper i matematik ska kunna anvénda den hir boken for att bli sdkrare pa vilka forutsattningar
som giller for olika statistiska tester, och hur testerna fungerar.

Uppsala i november 2002



Innehall
INEFOAUKEION ...t r ettt b e b b neane s 5
Nér behovs statistiska DErSKNINGAT? ..........ooiiiiiiieieie ettt ettt ebe et ese e e e teseeseeenes 5
Egenskaper NOS MEALAALA.........ccouiiiiiiii ettt ettt ettt e et eae bt et e st et et et sae e 5
N 113 o 1<) SRS USRI 6
Normalférdelning och approximativ normalfordelning ............cceeevverierieciieciieieseereee e 7
FreKVENSIAGIAM ... .cciiiiiiiieiieie ettt ettt e e et e e st e esbeste e seessaesbeessesssesssesseessesssesssesseesseenseenns 8
Parametriska eller icke-parametriSKa tESTET? .......cc.vervieiiiiierieriee ettt enes 8
DatatranSTOTINALION. .....cc.eittiiieiieteterteet ettt ettt ettt ettt et be bt be e bt e bt et et et sb e b e ebeeb e et et e ae e bt 9
HYPOTESPIOVINING ...ttt bbb bbbttt n e 11
Teorin bakom NYPOLESPIOVIIIIG ........eeuiiuiiiieieieie ettt ettt ettt ettt e e bt et bt eneeneesaesbeeneeneens 12
AVVIKANAE VAIAEN OULIIEIS™ ....e.eitiitietieeieiee ettt sttt ettt sttt et ea e eae et et e st e eteebeebeeseeneensensesaesbeseeeneans 13
Beskrivande statistik - ett SLICKPIOV........oiiiiiie e 16
Centralmatt 0Ch SPridnINZSMALE ........c.eeviiieriieitieie ettt ettt et e e et e esaestaesseesbeesbessaesseesseesseesseenseessens 16
HYPOTESTESTEN - BT STICKPIOV ...t 20
L (SIS A () ] 1 015 (014 ) 0 SRR 20
WilCOXONS TANZSUIMIMELESE .......eeutieieeieieieieetieste ettt et e et et e bt e e e e s eeesseesaeeste e e e emeeeneeeseesseenseenseeseenseeseenseenees 21
HYPOLESPIrOVNING = TVA GIUPPET ....ovevieeveteeeeeeetete et ete e e tetes st se st tese e ssssesessssstetessssssesesnssasass 23
Parat l1Er OPATAL tESE......eeiuieiieiieieceeste ettt et e st et et e et e e testeesaeesteesbeesbeesseeseesa e seesseesbeenseeseeereeseeseenreensens 23
OPATAAEC TESLET ..eeuvieurieiiieiieieesttertt et eteetteste e teebeesbesstesseesseesseesseasseassesssesseesseassesssesssesseesseassesssesssesseeseensenssens 24
PATAAE TESTET . ..euvitetieieeit ettt ettt ettt b et b e h ettt b e bt bbbt eb bt be et bbb eaee 26
Hypotesprovning - FIEr &N tVA grUPPEL .......c.cc.cvviveveieiieecte et 28
ANOVA - grundl8gZande DEZIEPP -....veeverueeriieniieiieieeie ettt ettt see st ee st e steeeeenee et e st e este e teenteeneesseeeseennes 28
Fixa, stokastiska och blandade MOAEIIET ...........coovmeeiiiiiiiiieeeee et e e e e ee e e e e e eeans 34
ENVAZS ANOV A Lottt ettt e h et e bt ea bt e et s bt e s bt e s bt e bt e bt sateebee bt e teenteeneenbeens 35
TVAVAZS ANOV A .ttt ettt a e e s et ea e b e et e e bt eeeeb e emeenb e s e teebesheebeeneensensenseaseeseenes 36
Obalanserade modeller och saKnade NIVACT .........cc.eeiiieiiriiriire e 38
“Repeated Measures ANOV A .......ooiiiiiieieeieeeestteste ettt ettt e ste e bt esbeessesssessaesseesseessesssesseesssesseenseensenssens 38
Hierarkiska MOAEILET ........couiiiiiiieiieer ettt sttt e et sb e eae s 39
POST HOC EBSLT ..ttt ettt ettt b e bbbt ettt b e bbbt bt bttt a e bbb eaee 39
Forsoksdesign 0Ch ANOVA ...ttt ettt e s st e te et eessessaessaesseenseanseanseenseensens 40
Kovariansanalys - ANCOVA ... ..ottt ettt ettt e st et e e teessessaessaesseenseansesnsesnsesseenseansennsens 42
KOrrelation 0CH FEOIESSION.......cviiiiiiiiiteee bbb 43
KCOTTEIATION ...ttt ettt s a e bttt et ea e e bt e s bt e b e e bt embesatesbeesbee bt enteenteeneenbeens 43
Korrelation = fOrtSAtININE. .....cc.eeruiiiiiieitiet ettt ettt ettt b et e e s e sbtesaeesaeesbeeteeneeenteas 44
LINJAD REGIESSION 1..vviviiiieieieiieie ettt ettt et e et estestee bt esbeesteeasesseeseesseessaessesssessaesseessesssesssessseseenseensenssens 46
IMUILIPE] TEGIESSION ....vviveieiieiieeieeeteeete et et eteebeeetesttesseesseesseessesasesseesseesseessaassesssesaesseessesssesssesssesseesseensenssens 50
Att JAMTOra OlTKA TEZIESSIONET ... eevieieieieieieeiiete et et e ette st e e esbeebeeetesteesseesseessesseesseesseesseesseesseessesssesseesseenses 54
Icke-1injara SAMDANG .........ccoeriiiieiieieeeeeee ettt et ettt ettt e e e eae st e st e seeteenne st e st enseenreennens 56
LOGISLISK T@EIESSION ....vieieeieiieniieeieeiteeitestte it eteetestesetesseeseenseaneeeseesseenseenseensesssesseesseenseansesnsessseseanseansennsens 61
Chi-tva-tester och KontingenStabeller..............cooevviiiiiieiieiccce s 64
(] 08 A4 T ] 1<) USSP 64
(€ (T 1< OO RO OO PTSRRTSRRTR 67
MUIEIVAFTATA METOTET ...t 68
KIASSTIIKALION ...ttt bttt ettt b e bt b e et e et et e b e b e s bt e bt bt es b et et e b e sbeebeeneenee 68
OTAINALION ...ttt ettt ettt b e bt bt e st e st et e st e bt sb e eb e e bt ea b et et e bt sbeebeebeeas et enbenbenaennes 71

] 1 =] = L (O T TOTPRP PR 74



4

Sammanstillning av olika statistiska tekniker och nir de passar att anvéndas.

Typ av data
Onskad analys Mitdata Rang, Poéng, Binomial (Endast tva
(Normal- Maitdata som inte | mojliga utfall)
fordelade) ir normalfordelade
Beskrivning av en grupp Medelvirde, Median, kvanatiler, | Proportion
standardavvikel | omfang
se
Jamfora en grupp med ett t-test for ett Wilcoxons test Chi-tvé eller
_ | hypotetiskt vérde stickprov binomialtest*
§ Jamfora tva oberoende grupper | Oparat t-test Mann-Whitneys Fishers test*
= test
< | Jimfora tva beroende grupper Parat t-test Wilcoxons test McNemars test*
@ Jamfora tre eller fler oberoende | Envégs Kruskal-Wallis test | Chi-tva-test
grupper ANOVA
Jamfora tre eller fler beroende ANOVA for Friedmans test Cochranes Q test*
grupper upprepade
méitningar
Faststélla samband mellan tvd | Pearsons Spearmans Kontingenskoefficient*
variabler korrelation korrelation
T | Predicera ett virde fran en annan | Enkel eller Icke-parametrisk Enkel logistisk
8 | uppmiitt variabel icke-linjar regression regression
% regression
) | Predicera ett véirde fran flera Multipel linlér |- Multipel logistisk
uppmitta variabler eller icke-linjar regression*
regression
* finns inte beskrivet i detta kompendium, se istéllet t.ex. Sokal & Rohlf (1995).




Introduktion

Nar behdvs statistiska berakningar?

Som framgatt av andra avsnitt i Naturvardsverkets handbok for miljodvervakning (t.ex. Planering och
utformning av miljoovervakningsprogram) ar det oftast omojligt att gora totalunders6kningar dér man
tar med alla objekt i en population. For att 4nd& kunna dra nagra slutsatser om den studerade
populationen tar man stickprov och gor statistiska berdkningar. Malet med ett statistiskt test ar att dra
den starkast mojliga slutsatsen frén en begrinsad mingd data. Det finns emellertid flera anledningar
till att en slutsats kan bli felaktig.

En anledning &r att viktiga skillnader kan vara gomda i den stora variation som biologiska variabler
ofta uppvisar. Detta gor att det kan vara svért att skilja en verklig skillnad fran slumpmaéssig variation.
En annan anledning &r att minniskans hjérna alltid forsoker hitta monster. Detta leder till att vi hela
tiden, bade medvetet och omedvetet, soker efter och hittar monster i alla typer av data. Det géller savél
syntintryck som siffror. Ett exempel pa var medfodda forméga att hitta moénster ar hur ett spidbarn
mycket tidigt l4r sig kdnna igen det monster av 6gon, ndsa och mun som &r mammans ansikte, och kan
skilja detta fran andra ansiktsmonster. Ett annat exempel 4r alla stjdrnbilder som dr mdnster
konstruerade fran en slumpmaéssig fordelning av stjarnor pa himlen. Det dr sédlunda en naturlig och
instinktiv handling att man konstruerar ett monster eller ser en skillnad, oavsett om den existerar eller
ej, och att man bortser frdn slumpvariation som stor det monster hjarnan konstruerat. En illustration ar
figur 1 dir 20 punkter har slumpats fyra ganger. I varje diagram kan man skonja ett samband eller
monster. [ a och b tycker man sig se tva tydliga tva nivéer i x- respektive y-led och i ¢ och d kan man
ana linjdra samband.
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Figur la-d. Diagram med vardera tjugo slumpmassigt valda punkter.

For att undvika att hitta monster som inte finns, eller att missa en verklig effekt som delvis doljs i
naturlig variation &r statistiska test nodvandiga. Det finns talesétt som sdger att det man inte ser direkt i
sina data &r inget att fasta sig vid. Detta giller mycket sdllan och i synnerhet inte nir man jobbar med
miljodata eller biologiska data som bada har en stor naturlig variation.

Egenskaper hos matdata

De data man samlar in har olika stora mangder information. Generellt giller att man vill ha s& mycket
information som mdjligt frén varje mitning, men beroende pa vilken fragestéllning man har kommer
data att variera i sitt informationsinnehall.

Den enklaste typen av data ger information om klasstillhdrighet. Exempel &r kon, farg samt
forekomst eller franvaro av ndgot man studerar (tabell 1a). Data pa denna niva ger ddremot inte nagon
information om antalet av exempelvis honor och hanar.

Mera information fir man fran data som ar numeriska. Det kan vara frekvenser, dvs. att man riknat
antalet av den variabel som studeras. Det kan till exempel vara antalet mygglarver i sedimentprov fran
olika hért forsurade sjoar. Om man istéllet métt lingden pd mygglarverna hade man erhallit metriska
vérden, sa kallade skalvarden (tabell 1b).



Tabell 1 a, b. Exempel pa olika typer av data. I tabellen till vénster visar den forsta kolumnen Klasstillhdrighet. Kolumn tva
ger frekvenser for de olika klasserna. Tabellen till hoger innehaller radata till den vénstra tabellen dar klassvariabeln farg
och métvérdet lingd ges.

Farg  Antal Prov Nr  Firg Langd
Rod 45 1 Bla 25,3
Bla 38 2 Ro6d 26,1
Gron 44 3 Rod 31,4
126 Gron 21,8
127 Bla 22,0

Variabler som kan kvantifieras, dvs. anta olika virden, kan vara diskreta eller kontinuerliga (figur 2).
En diskret variabel kan bara anta vissa varden, medan en kontinuerlig variabel kan anta vilket varde
som helst inom ett intervall. Antalet blasippor per provyta kan bara vara heltal, medan vikten av alla
blasippor i samma provytor i princip kan anta vilka viarden som helst som inte d4r mindre dn noll.
Begriansande faktorer r ytans storlek och vigens noggrannhet.

Diskret fordelning Kontinuerlig férdelning
12 - ]
10 - 0,251
81 - 024
5 2
-~ - -
5 o §0,15
< 4 < 041
2 A 0,05+
0 - ; - : . 0 ; . - : :
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Antal blasippor per yta Massa av blasippor per yta (g)

Figur 2. Exempel pé en diskret och en kontinuerlig variabel. Den diskreta variabeln kan bara anta vissa virden, medan den
kontinuerliga variabeln kan anta vilket vérde som helst. I detta exempel kan dock ingen av variablerna anta ett viarde lagre 4n
noll.

Skaltyper

Skaltyp é&r ett annat sétt att beskriva hur mycket information olika typer av data bar med sig. De olika
typerna kan delas in i fyra klasser: Nominalskala, Ordinalskala, Intervallskala och Kvotskala. For
var och en av dessa klasser géller olika begransningar vad géller de sitt man kan behandla data
statistiskt.

Data pa nominalskalan &dr den enklaste typen av data. Detta ar egentligen ingen skala utan en
klassificering av olika objekt, eftersom man inte gjort nigon méitning. Exempel dr hona eller hane,
norr eller sdder om norrlandsgransen samt krona eller klave.

Data pa ordinalskalan bygger pa en rangordning av vissa métta egenskaper. Man ska kunna avgora
om ett véirde ar hogre eller ldgre 4n ett annat, men man kan inte sdga hur mycket hogre eller ldgre. Ett
exempel dr Naturvardsverkets bedomningsgrunder for miljokvalitet som anvénder en femgradig skala.
Man kan sédga att vardet 2 dr battre dn véirdet 3 ur miljosynpunkt, men inte hur mycket béttre eftersom
det ligger en méngd miljokemidata bakom de fem klasserna.



Data pa en intervallskala har alla egenskaper som data pa
ordinalskalan har, men dessutom har avstandet mellan virdena en
innebord. Avstandet mellan 2 och 3 &r lika stort som avsténdet
mellan 3 och 4. Detta kallas ekvidistanta skalsteg. Man kan dock
inte séga att 2 dr dubbelt s4 mycket som 4 néir man har data pa en
intervallskala.

Ett exempel dr Celsiusgrader. Det gar inte att sdga att det idag ar
dubbelt s& varmt som igar da det var 0 grader. P4 motsvarande sitt
ar inte +10° dubbelt s& varmt som +5°.

Anledningen till detta ar att intervallskalan har en nollpunkt som &r godtyckligt satt. Den saknar med
andra ord en naturlig nollpunkt.

Om det var
0° igdr och
dubbelt sa
varmt idag,
hur varmt
dr det d&?

Slutligen, data pa kvotskalan skiljer sig egentligen bara fran data pa intervallskalan genom att man
kan bilda en kvot av tvd méitvirden, vilket kommer sig av att kvotskalan har en naturlig nollpunkt.
Exempel pa data pa kvotskalniva &r vikt, fotosyntesaktivitet och avstand.

Normalférdelning och approximativ normalférdelning

Allt man observerar och miter paverkas av en méngd olika slumpfaktorer. Nar en variabel péverkas av
flera oberoende slumpvariabler kommer den att f6lja en klockformad kurva som kallas Gauss-
fordelning eller normalfdrdelning (figur 4). Normalférdelningen har en central roll i statistiken pa
grund av sin relation till det vi kallar centrala grénsvérdessatsen. De matematiska reglerna for centrala
gransvérdessatsen gor att man om man har ca 20 eller fler observationer kan anta att data fran de flesta
fordelningar &r s.k. approximativt normalfordelade. Detta gor att man kan anvinda de vanligaste
statistiska testerna som t.ex. t-test och variansanalys d&ven om populationerna inte &r normalfordelade.

Ett tankeexempel far belysa vad som menas med approximativ normalférdelning. Grunden bygger pa
relationen mellan centrala gransvirdessatsen och normalférdelningskurvan. Tank dig en population
med en kénd fordelning (den behdver inte vara normalfordelad). Dra ménga stickprov fran
populationen, men ldgg tillbaka alla prover efter varje dragning. Berdkna medelvérden for varje
stickprov och gor ett histogram som visar fordelningen av medelvardena. Enligt centrala
gransvirdessatsen kommer detta histogram visa en normalférdelning, &ven om urspringspopulationen
inte var normalfordelad. Man sdger att ursprungspopulationen ar approximativt normalférdelad. I figur
3a visas ett frekvensdiagram for en betafordelad variabel med 1000 observationer. Figur 3b visar
fordelningen av medelvérden fran 100 stickprov med vardera 100 observationer fran populationen i
figur 3a, och precis som centrala grinsvéirdessatsen forutséger visar medelvirdena en
normalfordelning.
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Figur 3. llustration av centrala gransvirdessatsen. Fordelningsdiagram for a) en betafordelad variabel och b) medelvéirden
for 100 stickprov fran a.
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Frekvensdiagram

Nér man vill undersdka hur de data man samlat in &r
fordelade &r det lampligt att gora ett frekvensdiagram
(figur 4). Dessa typer av diagram anvinds ocksa ofta
slentrianméssigt ndr man vill forklara antaganden
bakom olika statistiska tester.

Grunden i ett frekvensdiagram dr att man delar in sina
data i intervall och rdknar hur ménga observationer
som hamnar inom varje intervall. I det oversta
diagrammet i figur 3 ir data indelade i intervall om 0,5
enheter och antalet observationer som hamnar inom
varje intervall anges pa y-axeln. I diagrammet ndrmast
under dr intervallen 0,25 enheter. Darunder visas tva
diagram dér intervallstorleken &nyo halveras. Att
intervallen blir minde och mindre framgar dven av att
staplarna blir smalare och smalare.

I den understa figuren ar intervallen odndligt smala,
vilket resulterar i en fordelningskurva istéllet for
stolpdiagram. I en fordelningskurva &r ytan under kur-
van fram till en visst x-virde proportionell mot andelen
observationer mindre 4n eller lika med det valda x-
vérdet. Hela ytan under kurvan har arean 1.

Alla diagrammen figur 4 visar fordelningen for samma
1000 métvirden. Av kurvans utseende kan vi sluta oss
till att dessa méitvéirden dr normalfordelade. I mera
tveksamma fall finns det statistiska tester for att prova
om de data man samlat in dr normalfordelade eller ej.
Sadana tester ingar i de flesta statistikprogram for
datorer, t.ex. Kolmogorov-Smirnovs test och Shapiro-
Wilks test.

Parametriska eller icke-parametriska tester?

For att svara pé fragan i rubriken maste vi forst forstd vad som menas med parameter i detta avseende.
Data som dr normalférdelade eller approximativt normalférdelade kan beskrivas med medelvirde och
nagot matt pa variationen kring medelvirdet. Detta variationsmaétt kan vara standardavvikelse eller
varians. Alla dessa beskrivningar kallas parametrar for ett stickprov eller en population. Data frén
fordelningar som inte kan inte beskrivas med medelvirden har sdlunda inga parametrar av denna typ.
Det ér till exempel omgjligt att berdkna ett medelvirde av métvirdena blé och rod. Om man inte kan
berdkna parametrar kan man foljaktligen inte anvénda statistiska tester som bygger pa
populationsparametrar utan ar hinvisad till s.k. icke-parametriska tester.

Generellt géller att icke-parametriska data innehéller mindre information &n parametriska data. Ett
exempel dr Naturvardsverkets beddmningsgrunder for miljokvalitet dér avvikelseklass 1 ar béttre dn



klass 2, men man kan inte sdga hur mycket battre eftersom dessa siffror dr pa ordinalskalnivan. Om
man istéllet ser till fosfathalt i sjovatten &r 1 pg/l hilften av 2 pg/l, vilket &r mer information &n vad
som ges av en etta och en tvaa pa ordinalskalenivdn. Om man vill anvidnda avvikelseklasser i ett
statistiskt test 4r man salunda tvungen att anvidnda icke-parametriska tester, medan tester som baseras
pa fosfathalter kan vara parameriska.

I de flesta icke-parametriska testerna rdknar man pa observationernas rangordningstal. Detta gor att
alla extremer i métdata forsvinner och ersétts med rangtal. Extremernas rangtal hamnar visserligen i
ytterkanten av férdelningen men de sticker inte ut som originaldata. I figur 5 illustreras hur
fordelningen av ett antal matvarden blir helt fordndrad da man ersitter dem med deras rangordning.
Medelvardet av matningarna &r 4,25 medan medel for rangtalen ar 14,5.

Rang Trrrrrrrrrrrrrrrrnn R R L LNl
Matvarde 1mm 1 11ntnnnm 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30

Figur 5. Jamforelse av fordelningen av nagra méitviarden och de rangtal samma matserie ger.

Som synes kan en rankning helt fordndra strukturen hos de data man analyserar. Man skall saledes
vara medveten om att icke-parametriska tester inte har samma styrka som pararmetriska tester. Trots
detta &r det ibland &r tvunget att ta till de icke-parametriska testerna eftersom data inte tillater att man
anvander parametriska tester.

Datatransformation

Manga tester bygger pa att data dr normalfordelade eller &tminstone approximativt normalfordelade.
Om man vet att data kommer fran en annan fordelning eller har vissa egenskaper bor man
transformera sina data innan man borjar utfora nidgra berikningar (tabell 2).

Ibland &r inte variationen jamt fordelad 6ver ett helt matintervall (figur 6). Detta kallas
heteroskedasticitet och gor att parametriska tester inte kan anvindas. Om man har ojamnt férdelad
varians kan datatransformation vara ett sétt att jimna ut variationen. I figur 6¢ visas hur en ojaimn
variation i 6a forsvinner nér y-variabeln logaritmeras. Den ojimnt férdelade variationen framgéar
tydligt i det s.k. residualdiagrammet i 6b dir avstanden mellan regressionslinjen och métvardena dkar
med 6kande virde pé x-axeln.

1995 50, mekvil
Residual 1995 50, mekv/l

Log(1995 SO, mekvi)

005 04 015 02 025 03 003 003 008 012 047 02 0 005 01 015 02 025
1990 SO‘ mekvil Fitted 1995 S(JI mekvil 1990 SO, mekvil

Figur 6. Jamforelse mellan SO, koncentrationer i Svenska sjdar provtagna 1990 och 1995. 1 b) visas avstanden mellan
regressionslinjen i a) och métpunkterna. I figur ¢) visas samma samband som i a) men med logaritmerade virden for 1995.

Nagra typer av data har inneboende egenskaper som leder till att statistiska tester blir felaktiga om
man inte utfor en datatransformation. Detta géller t.ex. proportioner och angivelser av varaktighet. |
tabell 2 visas exempel pa transformationer som maste utforas, respektive kan utféras om variationen &r
ojamnt fordelad.
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Tabell 2. Exempel pa olika typer av datatransformation

Typ av data Exempel Obligat Transformation
Proportioner eller % Andel av olika funktionella Ja Arcsin\p

grupper i prover
Tid eller varaktighet Antal minuter per dag som ett Ja 1/x

gransvérde overskrids
Cirkuléra data Olika kompassriktningar, o~ Ja Se t.ex. Zar (1999)
Antal (Poisson-fordelade) Antal arter per prov Nej t.ex. Vx
Maitvérde fran en lognormal Biomassa av olika arter i Nej t.ex. log(x + a)*
fordelning prover

* om x = 0 gar detta ej att berdkna, darfor 14gger man ofta till en konstant, oftast 0,1 eller 1
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Hypotesprovnlng

Vid statistisk hypotesprovning arbetar man med tva typer av hypoteser. Dels forskningshypoteser
och dels statistiska hypoteser. En forskningshypotes dr det antagande man vill testa med rigorésa
vetenskapliga tester. Detta gors genom att formulera ett antal utsagor och konstruera experiment som
ger tillrdckligt med data for att kunna prova om hypotesen stdmmer. I miljodvervakningssamanhang
kan man dock sillan gora experiment, istillet fir man anvédnda insamlade data. En forskningshypotes
kan vara formulerad hur som helst, t.ex. ”’vi tror att kalkningen av Vatsjon har fordndrat alkaliniteten
j@mfort med métningen just innan kalkningen”.

Statistiska hypoteser foljer till skillnad fran forskningshypoteser ett strikt monster. Forst stiller man
upp en s.k. nollhypotes som alltid formuleras sa att den beskriver att det inte finns ndgon skillnad eller
effekt. Sedan formuleras en eller flera s.k. mothypoteser eller alternativhypoteser. Nollhypotesen
skrivs ofta Hy (uttalas ha-noll) och mothypoteser skrivs Hy,, Hp... 0.s.v.

For att testa antagandet om alkalinitet i Vatsjon stiller man upp foljande statistiska nollhypotes:
Hy: Alkaliniteten idag skiljer sig inte fradn alakaliniteten innan kalkningen.

En och tvasidiga mothypoteser

Om man inte vet at vilket hall en eventuell fordndring har skett formulerar man en mothypotes som
sdger att det skett en fordndring, en s.k. tvasidig hypotes. Vet man att om det skett en férdndring kan
den bara innebéra en 6kning (eller en minskning) formulerar man istéllet en mothypotes som séger att
det skett en 6kning (minskning), en s.k. ensidig hypotes.

En tvésidig mothypotes i exemplet ovan kan formuleras som:
H,.: Alkaliniteten idag skiljer sig signifikant fran alkaliniteten for fem ar sedan.

Om det skett kalkning i sjon kan man anta att alkaliniteten inte har minskat och man kan da stélla upp
en ensidig mothypotes:

Hip: Alkaliniteten har 6kat sedan métningen for fem éar sedan.

Ovanstaende exempel dr dock inget annat dn ett exempel for att illustrera skillnaden mellan en- och
tvéasidiga tester. [ verkigheten &r det mer 4n en kalkning som paverkar alkaliniteten i en sjo och i
princip skulle man kunna fa lagre virden efter kalkningen.

I figur 7 illustreras hur utfallet av ett statistiskt test beror av hur mothypotesen dr formulerad. I bada
figurerna testas om ett stickprov med medelvérdet 0,52 skiljer sig frén ett teoretiskt vérde pa 0. Om
man ska anse stickprovet signifikant skiljt frdn 0 maste stickprovets medelvédrdet hamna i svansen av
fordelningen kring nollvardet (den vénstra kurvan). Viljer man t.ex. 5%-nivan (se nésta avsnitt)
innebdr detta att stickprovets medelviarde méste hamna i den del av svansen som utgdr 5% av hela ytan
under kurvan runt nollvédrdet. En fordelningskurva har dock tvé svansar dérfor &r man tvungen att dela
upp de 5 procenten péd 2,5% i vardera svansen. I detta fall indikeras 5% av fordelningen for nollvérdet
genom de streckade omrddena. I den dvre figuren har man en tvéasidig mothypotes och far resultatet att
stickprovet inte skiljer sig frén 0. I den undre figuren har man en ensidig mothypotes och alla 5% av
fordelningen lagda i den hogra svansen. I detta test far man resultatet att provet ar skiljt fran 0. Det &r
saledes lattare att uppticka en skillnad om man i forviag kan forse testet med information om de data
man testar. I det hér fallet 4r informationen att forédndringen bara kan gé at ett hall.
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Figur 7. [llustration av hur mothypotesen i statistisk hypotesprovning paverkar utfallet av ett statistiskt test. Vid ett tvasidigt
test krdvs storre skillnad i medelvarden for att kunna detektera en skillnad, 4dn vid ett ensidigt test.

Teorin bakom hypotesprovning

Idag anvinder man nésta alltid datorer for statistiska berdkningar. Detta gor att man oftast inte foljer
teorin bakom den statistiska hypotesprovningen nir man rdknar. Om man inte kanner till den
teorietiska bakgrunden dr det dock svart att veta vad man testar och vad siffrorna ifran datorn betyder.
Oavsett om man riknar for hand eller utnyttjar dator finns det en strikt teori som man i princip ska
folja for att fa korrekta resultat. Teorin bygger pa en hierarkisk ordning av berdkningssteg och dessa
kan enklast presenteras i punktform:

1. Urval. Ar de data man vill prova ett slumpmassigt urval ur den bakomliggande populationen? Om
inte géller inte forutsittningarna for statistiska tester.

2. Data. Vilken skaltyp och vilken fordelning har de data man vill testa. Naturen hos de data man vill
prova avgor vilka tester man kan anvianda. Normalfordelade data kan analyseras med
parametriska tester medan data med andra fordelningar méaste provas med icke-parametriska
tester.

3. Hypoteser. Vid all hypotesprovning maste (minst) tva hypoteser stdllas mot varandra. Den forsta
hypotesen ar den hypotes som ska provas i det statistiska testet och kallas ofta nollhypotes eller
hypotesen om ingen skillnad. Oftast stills nollhypotesen upp enbart for att kunna forkastas. Den
eller de andra hypoteserna dr mothypoteser och formuleras efter den fragestillning man har. |
testproceduren kan nollhypotesen antingen forkastas eller inte forkastas, men aldrig accepteras!

4. Signifikansniva. Vilken risk dr man villig att ta for att forkasta en sann nollhypotes.
Signifikansnivan, eller a, dr den risk man tar att det stickprov man samlat pa grund av slumpen
visar ett annat monster dn hela populationen och att man dirigenom tar ett felaktigt beslut i fragan
om att behalla eller forkasta nollhypotesen. Vid all hypotesprévning kan man hamna i fyra olika
situationer (tabell 3).

Tabell 3. Illustration av a och [ i statistisk hypotesprovning.
Verkligt férhéllande (oként)

H, sann H, falsk
Korrekt beslut,
Styrka (1-B)

Typ II-fel, B

Resultatay 110 forkastas Typ I-fel, a

statistiskt test . . Korrekt beslut,
H, forkastas ej l-o0 u

Ett typ I-fel &r att forkasta en sann nollhypotes och a ér den risk man tar att detta ska intréffa. Ett
typ II-fel &r att behélla en falsk nollhypotes och denna risk ges av B. Typ II-fel &r beskrivna under
avsnittet statistisk styrka i Planering av undersdkningar i Naturvardsverkets handbok for
miljodvervakning.
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5. Testfunktion. Testfunktionen &r en egenskap som berdknas utifran stickprovet och fungerar som
beslutsunderlag for att bestimma om nollhypotesen ska forkastas eller ej. For varje statistiskt test
finns en specifik formel hur man berdknar testfunktionen. Beroende pa vilket test man utfor
kommer testfunktionen att ha olika namn, t. ex. F, t eller % (chi-tva). Dessa tester finns utforligt
beskrivna langre fram.

6. Beslutsregel. Med utgangspunkt fran testfunktionens fordelning formuleras en beslutsregel som
ger det kritiska varde som anger om nollhypotesen ska forkastas eller ¢j. I tabeller finns olika
testfunktioners fordelning for olika signifikansnivaer och for olika stora stickprov. Med hjilp av
dessa kan man fastlagga vid vilket virde pa testvariabeln nollhypotesen ska forkastas. En
beslutsregel kan formuleras som ”Forkasta nollhypotesen om virdet pa testvariabeln dverstiger
XX

7. Berdkningar.
8. Statistiskt beslut. Forkasta eller 1at bli att forkasta nollhypotesen.

Detta dr grunden i all statistisk hypotesprovning. Idag ar det dock ovanligt att man f6ljer alla dessa
steg d& man har datorprogram som direkt ger all information man behdver for att avgdra om man kan
forkasta sin nollhypotes. De statistiska testerna i datorprogrammen bygger dock pa ovanstdende
punkter. Av den anledningen &r det inte korrekt att, som ofta sker, tala om "hdgsignifikanta resultat"
eftersom svaret i den sista punkten endast kan bli forkasta eller inte forkasta nollhypotesen, varken
mer eller mindre. Signifikansnivén (punkt 4 ovan) har man satt langt innan man tar sitt statistiska
beslut (punkt 8). Daremot maste man ange den signifikansniva man antagit da man tog sitt statistiska
beslut. Det har dock blivit mer och med vanligt att man jobbar med den faktiska signifikansnivén som
ges av P-virdet i ett test, 1 och med att datorerna gjort sitt intag.

Upprepade tester och Bonferroni-korrektion

Om man t.ex. viljer a = 0,05 kommer ett stickprov man samlat in i medeltall gang av 20 att vara sa
extremt att man begar ett typ I-fel (1/20 = 0,05). En analogi ar ett lotteri med vinst pa var tjugonde lott.
I medeltal maste man ta tjugo lotter for att f en vinstlott, men man kan fa extremen, d.v.s. vinstlotten,
redan i forsta forsoket. | ett statistiskt test motsvaras vinstlotten av ett stickprov dér alla prover ar
extremer i forhallande till det verkliga, men okénda, medelvérdet.

Om man utfor upprepade tester pad samma datamaterial och under samma nollhypotes (t.ex. flera t-
tester eller flera korrelationer, se nedan) okar risken att man begér ett typ I-fel for varje upprepat test.
For upprepade t-tester pd samma material (vid a = 0,05) ar sannolikheten for ett typ I-fel redan vi
forsta upprepningen 0,13, vid en andra upprepning blir sannolikheten 0,21 och vid 20 upprepningar
blir sannolikheten for ett typ I-fel s& hog som 0,92! For att undvika detta brukar man justera nivan pa
o genom att dividera o med antalet upprepade tester. Detta kallar Bonferroni-korrektion. Sa, vid t.ex.
tre upprepade tester pd samma datamaterial och under samma nollhypotes och o = 0,05 maste P-virdet
understiga 0,05/3 = 0,0167 for att testen ska anses signifikanta.

Avvikande varden ”Outliers”

Ett inledande steg vid all dataanalys bor vara att titta pd en grafisk framstéllning alla data (se
Planering av understkningar i Naturvardsverkets handbok f6r miljéovervakning). Om man uppticker
varden som avviker véldigt mycket fran majoriteten av alla observationer finns det anledning att
fundera 6ver varfor dessa dr sd avvikande. Ett avvikande virde kan uppsta av flera anledningar:

1. I vissa fall kan det réra sig om rena skrivfel, vid datainsamling eller vid inmatning i dator.
2. En provtagningsplats kan vara starkt avvikande p.g.a. tillfdlliga lokala stérningar.
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3. Det avvikande virdet beror pé att enstaka datum (= singular av data) i den studerade (statistiska)
populationen skiljer sig s mycket fran ovriga datum att man kan anta att avvikande data inte
tillhér samma population.

Om man med stor sdkerhet vet att ingen av de tre pastaendena ovan dr anledningen till avvikelsen
finns tva mojligheter att ga vidare:

1. Det avvikande virdet representerar en del av den naturliga variationen. I detta fall bor det
avvikande vérdet tas med i analysen.

2. Den andra moéjligheten dr att det avvikande vérdet beror av ett analys- eller observationsfel. Detta
gor att virdet inte kommer frén samma bakomliggande statistiska population som 6vriga
analysvérden, vilket dr en forutséttning for manga statistiska tester. Detta gor att man bor ta bort
det avvikande vérdet.

Nu ar det svart att veta vilken av de tva ovanstaende punkterna som dr den rétta. For att f& hjilp att ta
ett beslut 1 fraigan kan man anvianda normalférdelningskurvan. Genom att utnyttja
normalfordelningskurvans vélkénda egenskaper kan man beridkna hur stor sannolikhet det ar att fa
ytterligare ett virde som avviker lika mycket fran 6vriga virden som det virde man vill kontrollera.
Ett sadant test dr Grubbs test.

Det forsta man gor i Grubbs test dr att berdkna ett standardiserat matt pa hur langt det avvikande
vardet ar fran Gvriga viarden. Detta gor man genom att berdkna den s.k. z-kvoten:

__ |medel-virde]|
- std.av.

For att sedan testa sannolikheten att det framrdknade vérdet pa z indikerar ett avvikande virde kan
man antingen anvénda en tabell pa kritiska nivéer pa z for Grubbs test, eller berdkna ett approximativt
varde pa P-nivan. Tabeller for Grubbs test finns i vissa statistikbocker (t.ex. Grubbs, F. E. & Beck, G.
1972. Technometrics, 14:847-854.) och pa ett flertal webbsidor. Om man inte har tillgéng till tabell far
man berédkna signifikansnivén. Detta gér man genom att forst berékna ett s.k. t-virde m.h.a. foljande
formel:

t = NX(N—-2)xz2
T A (N-1)2-Nxx?’
dér N &r antalet prover och z ar det berdknade z-vérdet.

Dérefter tar man reda pa det tvdsvansade P-virdet i t-fordelningen for det virde pa t man berdknat och
N-2 frihetsgrader. Detta kan man gbra genom att titta i en tabell dver t-fordelningen (tabell 4). Antag
att man vill veta P-vérdet for t = 3,25 vid 12 frihetsgrader. Detta gor man genom att i den rad som
motsvarar aktuellt antal frihetsgrader leta ratt pa det kritiska vérde som &r ndrmast ldagre det varde man
vill testa. I detta fall 4r det tabellvardet 3,055 som 4r ndrmast lagre det berdknade vérdet 3,25. Den
signifikansnivd som motsvaras av 3,055 dr 0,005. Vi kan saledes konstatera att det tvdsvansade P-
vardet for t = 3,25 med 12 frihetsgrader &r ldgre dn 0,005, men hogre dn 0,0025 som &r P-vardet for t-
vérdet ndrmast hogre dn 3,25. En annan metod dr att anvinda Microsoft Excel som kan ge det exakta
P-virdet. Detta gér man genom att ge kommandot =TFORD(t;df}2) (TDIST p4 engelska). I exemplet
ovan far man P = 0,0035.
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Tabell 4. Utdrag ut t-tabell. Fullstindiga t-tabeller finns i néstan alla statistikbocker.
df Signifikansniva

0,4 0,25 0,1 0,05 0,025 0,01 | 0,005 | 0,0025

11 0,260 0,967 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 3,497

0,259 0,695 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,428

13 0,259 0,694 1350 1,771 2,160 2,65 3,012 3,372

Naésta steg ar att multiplicera det erhallna P-vardet med N som &r antalet prover. Den erhallna
produkten dr ett approximativt P-varde for Grubbs test. Om det slutgiltiga P-vérdet ar ldgre dn o kan
man konstatera att det testade vardet dr avvikande. Man far ddremot inte ndgot svar pd om man ska ta
bort den avvikande observationen eller ej eftersom detta beror pé fler faktorer 4n bara det numeriska
vérdet.

Detta test ger ett approximativt P-virde. Om z &r hogt dr dock P-vérdet tillforlitligt. For laga véirden pé
z kan P-virdet bli for hogt. I exemplet ovan blir det slutgiltiga P-vardet 0,035 x 14 = 0,049. Vi kan
saledes konstatera att det vérde vi missténker dr avvikande &r pa grénsen till att betraktas som avvikare
om man véljer o = 0,05. Om man anvént t-tabell far man istéllet att P-vérdet &r mindre &n (0,005 x 14)
= 0,07 och storre an (0,0025 x 14) = 0,035.
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Beskrivande statistik - ett stickprov

Centralmatt och spridningsmatt

For att ge en bild av de data man samlat in kan man ge nagon form av matt pa det som kallas
centraltendens, d.v.s. man anger det varde som dr mest representativt for de data man samlat in.
Ytterligare information om sina méitdata kan man ge genom att beskriva hur de sprider sig kring det
centralmatt man angivit.

Det finns tre métt pa central tendens: Typvarde, Medianvarde och Medelvarde. Vilket matt som
anviands beror pa vilken skaltyp hos de data man vill beskriva. Eftersom de flesta datorprogram for
statistik dr pa engelska ges héir dven den engelska termen.

Typvarde (eng. mode) dr det mest forekommande véirdet bland de data man samlat. For att beskriva
spridningen anvander man variationsvidd (eng. range), vilket ar skillnaden mellan det hogsta och det
lagsta virdet man observerat. Dessa bada parametrar ger ganska lite information om de data man har
vid handen. Typvérde &r det enda korrekta métt man kan anvinda for att beskriva central tendens for
data pa nominalskalnivan.

Medianvarde (eng. median) &r det virde som den mittersta observationen har. Om man har ett jamt
antal observationer anvinds medelvérdet av de tva mittersta observationerna. Ett medianvérde delar en
fordelning i tva lika delar sé att 50% av virdena dr ldgre 4n medianvérdet, och 50% ar hogre. Median
anvinds ofta som centralmétt for data pa ordinalskalniva och vid sa kallade sneda fordelningar av data
pa intervall- och kvotskalniva.

Spridningen kring ett medianvérde anges med kvantilavvikelse. Oftast anvinds percentil- eller
kvartilavvilkese. Kvartilavvikelse innebér att man rangordnar observationerna och delar upp dem i
fyra grupper sé att de lagsta 25% av observationerna hamnar i den forsta kvartilen. Observationerna
mellan 25% och medianvérdet hamnar i den andra kvartilen, och sé vidare (figur 8).

A

/ . i
/ i i o H

25%
75%

Medel |
Median

Figur 8. Median och kvartilavstand i en skev fordelning.

Om en fordelning dr normalfordelad eller approximativt normalférdelad anvéinds aritmetiskt
medelvarde (eng. mean) for att beskriva central tendens.

Spridningen kring ett medelvirde ges av variansen (s°) eller standardavvikelsen (s). Variansen ir ett
medelvirde av hur mycket de olika observationerna avviker fran stickprovets medelvirde. Detta &r
illustrerat i tabell 5. Figuren till vénster visar atta virden och deras avstand till medelvirdet av de étta
virdena. Skillnaden mellan vart och ett av virdena och medelvirdet ges i den andra kolumnen. Som
framgar av den sista raden dr medelvérdet av avstdnden i kolumn tva lika med noll. Detta indikerar att
alla observationer ar lika med medelvéardet, vilket inte dr fallet. Problemet ar att negativa och positiva
avvikelser frdn medelvirdet tar ut varandra d& man beriknar ett medelvirde av avvikelserna. For att
undkomma detta kvadrerar man virdet pa varje avstind, vilket ar gjort i den tredje kolumnen.
Medelvardet av dessa ér sedan ett matt pa variationen, men det &r inte den statistiska variansen. For
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detta krédvs en liten fordndring i formeln for berdkning av medelvirde. Normalt berdknas ett

medelvirde genom att summera alla virden och dela med antalet virden. For att berdkna variansen ska

man dividera summa av alla varden med antalet virden minus 1. Formeln for detta blir:

§2 — L(xi—%)?
n-1

dér s dr variansen, X; de olika observationerna och X dr medelvirdet.

b

Tabell 5. [llustration av det statistiska begreppet varians. Figuren visar hur data fordelar sig kring sitt medelvérde (0,125), och
tabellen visar data (X) och hur data avviker fran medelvirdet.

0.125 X  X-0.125 (X-0.1252  []
@ 2 1875 3.51
1.375  1.89
0.875 0.76
-0.125  0.016
0.875 0.76
2125 452
-1.625  2.64
-1.125  1.26
Medel: 0.125 0 1.92

Spridningen kring medelvdrdet ges dven av standardavvikelsen (s). I normalférdelningen ligger 68,3%
av alla observationer inom intervallet medel = 1 s och 95,4% av observationerna inom intervallet
medel £ 2s (figur 9). En snabb skattning av standardavvikelsen far man genom att dividera skillnaden
mellan det hogsta och det ldgsta véirdet med 4. Stickprovets standardavvikelse beréknats enligt

X —Xmi
s =+/s2 zw.

34,1% 34,1%

13.6% 13.6%

-20 -la Medel +1o +20
Figur 9. Medelvirde och standardavvikelse i en normalférdelning. Omradet som utgors av 1 standardavvikelse (o) upp och
ner fran medelvérdet utgdr 2 x 34,1 % av hela arean. Tva standardavvikelser fran medelvérdet inkluderar ytterligare 2 x 13,6
%, totalt 95,8 % av arean under normalfordelningskurvan.

Nér man ska vélja vilket matt pa central tendens man ska anvénda dr fordelningens utseende av stor
betydelse. Ofta ér ett stickprov atminstone approximativt normalfordelat och da kan det aritmetiska
medelvirdet anvéindas. Vid skeva fordelningar dr det mera ldmpligt att anvinda median (tabell 6).
Observera att det engelska ordet average betyder centralmatt och kan salunda betyda flera olika saker.

Utover det aritmetiska medelvérdet finns det andra sétt att berdkna medelvérdet. Vilket sitt man viljer
beror pa vilka data man har.

Trimmat medelvérde &r det aritmetiska medelviardet men dir man tagit bort de hogsta och de lagsta
observationerna, t.ex. 10 % av alla observationer i vardera dndan. Detta gor att medvérdet blir mindre
kansligt for starkt avvikande varden. Ett trimmat medelvarde av t.ex. 1, 2, 3, 4 och 5 blir (2+3+4)/3 =
3.

Geometriskt medelvarde ar n:te roten ur produkten av n stycken viarden. Anvinds med fordel nér
man vill beskriva medelvirden av kvoter eller procentsatser. En forutsittning ar att alla virden méste
vara positiva och pa kvotskalniva. Ett geometriskt medelvirde av 1, 2, 3, 4 och 5 blir

Y 1x2x3x4x5=2,6.
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Ett harmoniskt medelvarde ar det inverterade vardet av det aritmetiska medelvirdet av de

inverterade virdena av observationerna. Ett harmoniskt medelvirde av 1, 2, 3, 4 och 5 blir
5

T.1 1.1, 1\ (1,1,1.1,1 =2,2.

(M) (1'2'3'4'5)

Den andra varianten av berdkningen &r en forenkling av den forsta varianten. Harmoniska
medelvéirden anvénds t.ex. nidr man vill berdkna ett medelvérde av olika hastigheter eller varaktigheter.

u1|wl | =

Medelvirdet av cirkuléra data, t.ex. gradtal, maste ocksa beréknas pa ett speciellt sitt. Numeriskt dr
det en vildigt stor skillnad mellan 359° och 1°, men i verkligheten ar skillnaden bara 2°. Detta
problem kommer man till ratta med genom att anvénd olika trigonometriska funktioner i
berdkningarna. For ett antal, n, kompassriktningar, &, berdknas medelriktningen @ i foljande steg:

@ = arccos (%),

. _ Y, cos @ _ 2 2 . _ Y sina;
diry ==——ochr =x?+y ’darx——n :

n

Tabell 6. Sammanstéllning av olika sétt att beskriva central tendens och spridning, vid olika skaltyper. De olika
sambandsmatten gis igenom langre fram.

Skaltyp Centralmatt Spridningsmatt Sambandsmatt
Nominal Typvérde — Phi, Cramérs V
Ordinal, och  Median Kvantilavvikelse Rangkorrelation
icke normal-

fordelade data

Intervall och  Medelvérde Standardavvikelse =~ Produktmoment-
kvotskala korrelation

Det ar sdllan som medelvirdet for ett stickprov dr exakt detsamma som populationens medelvirde.
Medelvirdet for ett stickprov beror av vilka virden som rakar hamna i stickprovet. Skillnaden mellan
stickprovets och populationens medelviarden beror bl. a. pd variationen i stickprovet och antalet
prover. Genom att kombinera dessa tva matt far man dels fa ett matt medelfelet och dels ett
konfidensintervall for stickprovet.

Medelfel, (eng. standard error of mean, sem) ar ett matt pa hur langt medelvardet for ett stickprov ar
fran populationens medelvirde. Eftersom man har storre chans att komma i ndrheten av det
populationsmedelvirdet ju storre stickprov man tar, minskar medelfelet med 6kande stickprovsstorlek.
Medelfelet beriknas enligt: s/\n, och som synes minskar kvoten med storre stickprov.

Konfidensintervallet (eng. confidence interval, CT) anger precisionen i en skattning av ett
populationsmedelvérde fran ett stickprov. For att kunna berdkna konfidensintervall méste man ange en
konfidensnivé. Oftast viljs 95% eller 99%. Med en 95 procentig konfidensniva kommer
konfidensintervallet i minst 95 av 100 tidnkta upprepade provtagningar att innefatta det sanna
medelvirdet, och vid 99% kommer detta intréffa for 99 av 100 ténkta provtagningar. Om man har data
frén en (approximativ) normalférdelning berdknar man konfidensintervall med f6ljande formel:

x+ ta/2n-1 X s/vn,
dér s ér stickprovets standardavvikelse och ty; 5.1 dr det kritiska t-vérdet for den konfidensnivé och det
antal frihetsgrader man har i testet (vilket ar antal prover - 1). Detta varde hdamtas ur en tabell 6ver t-

fordelningen. Om man valt 95% nivan blir o = 0,05.

Stickprovet i tabell 5 har en standaravvikelse pa 1,48. Detta leder till att medelfelet blir 1,48/8 =
0,524. For att berdkna ett konfidensintervall behovs ty;, 5.1. Om man véljer o = 0,05 blir t = 2,36. Ett
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95% konfidensintervall for medelvardet blir da 0,125 + 2,36 x (1,48/\/8) =0,125 + 1,24. Detta betyder
att om man upprepar provtagningen 100 ganger kommer i genomsnitt minst 95 av medelvéirdena
hamna i intervallet 0,125 + 1,24, d.v.s. mellan —1,11 och 1,36.

Vad skiljer standardavvikelse och medelfel, och nér ska man anvénda det ena eller det andra?
Standardavvikelse beskriver stickprovets spridning medan medelfelet &r ett matt pa hur vil stickprovet
overensstimmer med populationen. Vilket variationsmatt man véljer beror pa vad man vill visa och
vad det &r som orsakat variationen. Om man har mycket naturlig biologisk variation &r det béttre att
vilja standardavvikelse medan det i kontrollerade experiment ar béttre att vilja medelfelet.

Ofta dr det dock sa att medelvérden presenteras tillsammans med medelfelet eftersom det har ett ldgre
virde dn standardavvikelsen. P4 detta sétt kan man, medvetet eller omedvetet, lura sig sjilv och lasare
att variationen &r lagre &n vad den egentligen ér.
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Hypotestester - ett stickprov

Den hypotes man ofta stiller nér man samlat ett enda stickprov dr om stickprovet avviker fran ett
antaget virde. Det P-virde man erhéller frén testet ger sannolikheten for att medelvirdet av
slumpmaéssigt insamlade data fran den population som ligger till grund for det antagna vérdet ar lika
langt fran det antagna populationsmedelvirdet som medelvirdet av stickprovet.

Om man har normalférdelade eller approximativt normalfordelade data kan man anvinda ett t-test. |
de fall da stickprovet avviker grovt frin normalfordelningen har man tre alternativ:

1. Utfor ndgon form av datatransformation, t.ex. logaritmera, anvénd kvadratroten, invertera (=
1/vérdet)

2. Om inte transformationen hjélper; anvind Wilcoxons rangsummetest (se nista avsnitt)

3. Om man har ett stort stickprov kan man anvinda t-test i alla fall, eftersom ett t-test vid stora
stickprover ar ganska robust mot avvikelser frdn normalitet.

t-test for ett stickprov

Ett exempel fér belysa detta test. I ett forsok dr medelvérdet av 20 métningar 5,36 (standardavvikelsen
=0,27). Detta ar illustrerat av den hogra kurvan i figur 10. Enligt biologisk litteraturen &r det
teoretiska medelvardet 5,00. I ett t-test for ett stickprov utnyttjar man stickprovets variation och
konstruerar med hjilp av denna variation en fordelningskurva kring det teoretiska medelvérdet, den
vénstra kurvan i figur 10. Sedan testar man hur stor sannolikheten ar att man drar ett lika extremt
stickprov fran den teoretiska fordelningen, som det stickprov man har i verkligheten. Som figuren
visar dr det ytterst otroligt att ett slumpmaéssigt urval fran den vénstra kurvan skulle fa den fordelning
som visas av den hogra kurvan. Det dr dock inte omojligt att detta skulle kunna intréffa.

Det skuggade omrédet i den teoretiska fordelningen &r 5% av hela arean. I figuren ser det ut som att
kurvan slutar vid ca 5,25. I verkligheten forsétter kurvan oédndligt langt &t bada sidor, men samtidigt
odndligt néra noll. Om man véljer oo = 0,05 anser man att stickprovet &r signifikant skiljt fran 5,00 om
stickprovets medelvirde hamnar inom den streckade delen. I detta fall ligger stickprovets medel och
fordelning langt ut i ena svansen pa den teoretiska fordelningen. Enligt P véardet {fOr ett t-test pa dessa
data kommer stickprov fran den vénstra kurvan i ett fall av ca 10000 upprepade dragningar ge ett
medelvirde pa 5,36, som i den hogra kurvan. Vi kan saledes konstatera att det &r ytterst osannolikt att
stickprovet kommer en population som har medelvardet 5,00.

\ 9
iy

Frekvens

4,7 48 495051 52535455 56 5758 59
Uppmaétta varden
Figur 10. Illustration av ett ensidigt t-test for ett stickprov.

Lite mer matematiskt beskrivet s& berdknar man vérdet pa testvariabeln som
X-H

t=——

(s/vm)
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dar X = det medelvirde man vill prova, u = det teoretiska medelvérdet, s = provets standardavvikelse
och n dr antalet prov. Antal frihetsgrader dr n-1. Den kritiska nivén pa t finns angiven i tabeller. Om
det berdknade vardet pa t ar ldgre dn det kritiska vérdet behalls nollhypotesen.

For exemplet ovan blir detta:

536-5 _ 036 _
t= (0,27/v20) = 0,0604 5,96.

Det kritiska t-vérdet for oo = 0,05 och 19 frihetsgrader &r 2,093. Eftersom detta ar lagre &n det
berdknade virdet pa t forkastar vi nollhypotesen.

Aven om man far ett P-viirde som ir ligre 4n den konventionella 0,05-nivén ir det inte sikert att man
har ett resultat som ar av vetenskapligt eller biologiskt intresse. Den skillnad man detekterat kan vara
sé liten att den inte har ndgon egentlig relevans. I vissa undersdkningar kan dock avsaknaden av en
skillnad vara det som é&r av intresse. Om sa &r fallet méste man istéllet fundera om ett P-vérde straxt
over 0,05 autoamtiskt innebar att det inte finns nagon skillnad mellan de stickprov man testar. Innan
man gor tolkningar av ett P-varde bor man séledes fraga sig hur stor skillnad man anser vara av vikt.
For att svara pé denna typ av friga maste man anvénda sin biologiska expertkunskap. Det finns inga
statistiska tester till hjélp eftersom frdgorna ar av helt annan karaktir dn fragor som man besvarar med
hjalp av statistik.

Viss végledning far man dock genom att se till konfidensintervallet for stickprovet. I exemplet ovan ar
det 95-procentiga intervallet 5,23 - 5,48, d.v.s. om man tog 100 stickprov om vardera 20 prover skulle
medelvérdet av 95 av stickproverna hamna inom intervallet. Om béde den nedre och den dvre griansen
ar langt frén det teoretiska vérdet kan man anta att skillnaden &r tillrdckligt stor for att anses som
biologiskt relevant. I fall dir det motsatta géller, att skillnaden &r signifikant skild fran det teoretiska
vardet men att hela intervallet ar nédra grénsen, &r skillnaden férmodligen ointressant trots att den &r
signifikant. I tabell 7 illustreras hur en liten skillnad kan bli signifikant om man tar tillrickligt ménga
prover. Trots att det sista testet dr signifikant skvallrar konfidensintervallet om att skillnaden
formodligen dr sa liten att den inte har ndgon egentlig betydelse.

Tabell 7. Resultat av fyra t-test pa olika stora stickprover, alla med medelvérde 5,05 och standaravvikelse (s) 1,0. t-testerna
provar om medelvirdena avviker fran det teoretiska medelvérdet 5,00.

Antal prover Medel s t-vérde P 95% Nedre 95% Ovre
10 5,05 1,0 0,227 0,83 4,61 5,48
100 5,05 1,0 0,494 0,62 4,86 5,24
1000 5,05 1,0 1,682 0,0923 4,99 5,11
10000 5,05 1,0 4991 < 10,0001 5,03 5,07

Wilcoxons rangsummetest

Ibland tillater inte fordelningen hos de data man har att anvénda ett t-test for ett stickprov for att testa
om medelvérdet av ett stickprov avviker fran ett teoretiskt virde. I dessa fall fir man stéllet anvdnda
Wilcoxons rangsummetest som ér ett icke-parametriskt test. Forvixla inte detta test med Wilcocons
teckenrangtest som beskrivs under tester for tva beroende grupper.

Som alltid géller att man méaste ha ett nagorlunda stort stickprov. Fér Wilcoxons rangsummetest ar det
till och med sa att om man har fem eller farre prover kommer testet alltid att ge ett P-vérde storre dn
0,05.

Eftersom Wilcoxons rangsummetest ar ett test for data som inte kan beskrivas med medelvirde och
standardavvikelse, utnyttjar man istéllet stickprovets avvikelse fran ett hypotetisk medianvirde.

I Wilcoxons rangsummetest borjar man med att berdkna avstandet mellan varje observation och den
hypotetiska medianen. Dérefter rangordnar man alla avstdnd som inte &r noll. Det statistiska testet
bygger pa antagandet att om nollhypotesen &r sann har summan av alla rangtal for positiva avstand
samma fordelning som summan av alla rangtal for negativa avstand. Om det finns en skillnad kommer



22

rangsummorna déremot att skilja sig. Beroende pa hur stor denna skillnad dr kan man med hjilp av en
tabell avgdra om stickprovet skiljer sig signifikant fran den hypotetiska medianen.

I tabell 8 visas samma data som i tabell 5, men hir provas om stickprovet skiljer sig fran den
hypotetiska medianen 0. I kolumn 2 har skillnaden mellan varje virde och 0 berdknats och i den tredje
kolumnen finns rangtalen for absolutvirdet av alla skillnader som inte &r 0. Den fjarde kolumnen visar
tecknet pé rangtalet och darunder finns summan av alla positiva respektive negativa rangtal. Den
lagsta av dessa tvd summor jamfor man sedan med ett kritiskt vérde fran en tabell for Wilcoxons
rangsummetest. Om o sétts till 0,05 skulle nollhypotesen i detta fall férkastas om den lagsta av
rangsummorna var lika med eller mindre 4n 4. Vi kan saledes konstatera att medianen av stickprovet
inte skiljer sig signifikant fran det hypotetiska vérdet 0, eftersom den ldgsta rangsumman ar 13.

Tabell 8. Exempel pd Wilcoxons rangsummetest. Hér testas om 8 métvarden (X) skiljer sig fran den hypotetiska medianen 0.

X | X-0 | Rang|X - 0| | Teckenrang

2 2 6,5 6,5
5] 1,5 45 | 4,5
1 1 2 2
oo | — | —
| 2 | 2
2 | 2 | 65 | -65
1,50 1,5 4,5 4,5
1| -1 | 2 | 2

Rangsumma; positiva avstand: 15
Rangsumma; negativa avstind: 13
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Hypotesprovning - Tva grupper

Nér man har tva grupper av data kan de antingen besta av par eller av tva enskilda grupper. Om man
kan ordna sin data parvis sdger man att man har beroende data. Ofta 4r denna typ av data métningar pa
samma objekt fore och efter ndgon form av behandling. Foér den andra typen kan man inte sidga att ett
vérde i de ena gruppen hor ihop med ett visst vérde i den andra gruppen. I figur 11 finns ett schema
som hjélper till att vélja ratt statistiskt test nir man vill testa hypoteser kring tva grupper av métdata.
Om man har data som bygger pa antal eller proportioner ska man istillet anvinda s.k.
kontingenstabeller som beskrivs senare.

Ar observa-
tionerna parvisa

Ja’/ \Nej

Finns det fler Ar data pa
an ca 30 par intervallskalan

z test for parade| | Ar data normal- | [Mann-Whitney | [ Har bdda proverna minst
prover fordelade U-test 25 observationer
P I
t-test for parade Wilcoxons Ar data normal- | | z test for oparade
prover teckenrangtest fordelade prover
Nej ) ( Ya
Mann-Whitney | | Har bdda grupperna

samma varians?

Nej/ \Ia
Welchs t-test for oparade
test prover

U-test

Figur 11. Flodesschema for att vilja rétt statistiskt test for att prova om tva grupper av métvirden skiljer sig fran varandra.
Datorprogram skiljer séllan pé z- och t-tester, utan kallar allt t-test.

Parat eller oparat test

Hela detta avsnitt behandlar metoder for att testa om tva stickprov skiljer sig fran varandra. Nar man
drar tva stickprov kan stickproven antingen vara oberoende eller beroende av varandra (figur 12).
Oberoende, eller oparade, data far man t.ex. ndr man jamfor exempelvis alkalinitet i 20 slumpvis
valda sjoar i ett 1an med alkaliniteten i 20 slumpvis valda sjdar i ett annat 1an. Beroende, eller parade,
data har man om man gor upprepade méitningar pa samma objekt, ofta fére och efter en behandling.
Ett exempel kan vara alkaliniteten i 20 slumpvis valda sjoar fore och efter kalknig. Man kan i detta fall
para ihop métningen fore kalkningen i sj6 1 men métningen efter kalkningen i sjo 1, och detsamma for
de ovriga 19 sjoarna.

Om man kan sdga att ett virde i den ena gruppen hor ihop med ett visst véirde i den andra gruppen har
man beroende grupper och kan utfora ett parat test. Den faktor som gor att man kan para ihop véirden
maste dock vara en annan @n den faktor man studerar. Generellt géller att ett parat test har storre styrka
an ett oparat test eftersom man tillfér mer information till testet genom att para ihop métvérden tvé och
tvd. Om man har mojlighet ska man dérfor redan vid planeringen av en studie striva efter att lagga upp
studien sa att man far parade observationer.
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Oparade data Parade data

Lan A Lan B 012 011 010 013 011 012

0,15 0,10 012 013 0,14 0,19
Medel: 0,14 mekv/l Medel: 0,10 mekv/l

Std,av,: 0,0024 Std,av,: 0,0014

Figur 12. Illustration av oparade och parade data. I den vénstra illustrationen kan inte en sjo 1 1&n A paras ihop med nagon sjo
i14n B. I den hogra illustrationen har man métningar pd samma sjo fore och efter en behandling och har dédrmed par av data.
Alla siffror anger alkalinitet i mekv/l.

Oparade tester

Forutsattningar

I ett oparat t-test forutsitts att bada de studerade grupperna kommer frin samma bakomliggande
population och darigenom har samma varians. Detta kan testas genom att forst berédkna variansen for
var och ett av stickproven. Dérefter berdknar man en s.k. F-kvot genom att dividera den storsta av
varianserna med den ldgsta. Sedan kan man med hjélp av en tabell 6ver F-fordelningen jdmfora den
erhéllna kvoten med det kritiska virdet pa F. Antalet frihetsgrader dr lika med antalet prover minus 1,
bade for tiljaren och ndmnaren. Om den berdknade F-kvoten dr hogre dn det kritiska vardet forkastas
nollhypotesen att de tva proven har samma varians. Om detta test visar att variansen ar olika kan man
anvianda Welchs test istéllet for ett t-test.

Det ér dock mycket ovanligt att tillimpa Welchs test. Ménga forordar att man bor undvika det. Om
man finner att man har olika varians kan detta vara ett resultat i sig, oavsett om medelvérdena skiljer
sig eller ej. Om s& &r fallet kan man lata bli att gora ett efterfoljande Welch-test. Ett annat sétt att
undvika Welchs test &r att transformera sina data och dérefter testa varianserna igen. Ofta kan en
transformering leda till att proverna fir samma varians och da kan ett t-test tillimpas.

Oparat z- och t-test

De flesta datorprogram skiljer inte pa de z- och t-tester som finns med i figur 11, utan kallar allt for t-
test. I dessa fall anvéinder man datorprogrammes t-test till alla stickprovsstorlekar.

Om man har fler 4n ca 25 till 30 observationer kan man genom centrala gransviardessatsen (se tidigare
avsnitt) anvinda tester som bygger pa normalférdelningen, s.k. z-tester. Har man farre observationer
anvénder man t-tester. Det finns négra skillnader mellan z-test och t-test. Den viktigaste ar séttet att
berdkna medelfelet.

I oparade z- och t-tester beréknas testvariabeln enligt:
X4—%p

zellert = .
SEa-B

dir x, och xp dr medelvirdet av grupp A respektive grupp B och SE,_p dr medelfelet for skillnaden
mellan medelviardena av A och B. Om man har manga prover ar skillnaden mellan gruppernas
medelvirden normalfordelad och dé anvénder man z-testet. | annat fall géller t-test.

I ett z-test berdknas medelfelet for skillnaden i mellan grupp A och grupp B enligt:

_ [sh sk
SEA—B - na + ng’
dir s” 4r variansen och n ir antal observationer for respektive grupp. Genom att kombinera de tvé
formlerna ovan erhéller man ett virde pd z. Detta virde jaimfors med kritiska virden i en tabell over
normalfordelningen.
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I de fall man har férre dn ca 30 observationer berdknar man standardavvikelsen for skillnaden i mellan
grupp A och grupp B enligt:

2 2 2 2
SE,_p = /Sr’:—: + ?—;, dir s25 = (nAE:iiSS:EZj :i;XSB , dir 57 och s3 ir de olika provens varianser.
Virdet pa t erhalls genom att sitta in SE, g 1 formeln ovan. Det kritiska vérdet erhalls ur en t-tabell.
Antalet frihetsgrader &r n-2. Om det berdknade virdet pa t dr hogre &n det kritiska virdet i tabellen kan
nollhypotesen forkastas.

Tolkning av resultat

Precis som for t-test for ett stickprov ér det inte sékert att man har en biologisk intressant skillnad,
dven om skillnaden &r signifikant. Precis som for t-test for ett stickprov kan man studera
konfidensintervallen for att undersdka om den erhallna skillnaden &r sé pass stor att man ska betrakta
den som relevant for den fragestdllning man har. I tabell 7 illustrerades hur chansen att hitta en liten
skillnad 6kar med 6kande antal prover, d.v.s. om man har tillrackligt manga prover kan man hitta
skillnader som &r s& smé att de inte har nagon praktisk betydelse. Om P-vardet ddremot &r litet och
bada grinserna i konfidensintervallet indikerar en skillnad som har en reell betydelse kan man dra
slutsatsen att de bada stickproven skiljer sig.

Mann-Whitneys test

I de fall man har data pa ordinalskalniva eller fran fordelningar som inte ens efter transformering kan
anses vara normalfordelade anvinder man Mann-Whitneys icke-parametriska test (kallas ibland &ven
for Wilcoxons test, ej att forvixla med Wilcoxons teckenrangtest som beskrivs senare). I detta test
jamfor man de tva gruppernas medianer istillet for medelvarden som i t-tester. I detta test rankas alla
observationer fran lagst till hogst, oavsett vilken grupp de tillhor (tabell 9). Om flera observationer har
samma varde ges dessa sin medelrangordning. Efter att alla varden har rankats summeras rangtalen i
varje grupp. Om skillnaden mellan dessa summor ér stor indikerar detta att de bada grupperna skiljer
sig &t.

Tabell 9. Illustration av Mann-Whitneys test. Rangsumman for grupp A ar 28,5 och 49,5 for grupp B.
Grupp A A A A A A B B B B B B
Virde 1 2 1 2 L5 1,3 21 23 15 1 21 3
Rang 2 75 2 75 55 4 95 11 55 2 95 12

Efter att man summerat rangtalen berdknas testvariabeln som kallas Mann-Whitneys U. Denna &r den
minsta av U, och Ug, som beréknas enligt:

na(ng+1) ng(ng+1)

Uy =nyXng+ — ). Ry, respektive Ug = ng X ng + T Y:Rg,

dér n &r antal observationer och R dr rangsumman.

Via tabell far man reda pa det kritiska vérdet pa U for de stickprovsstorlekar man har. I detta test blir
det berdknade vérdet pa U ldgre ju storre skillnader det dr mellan gruppernas medianer. Darfor
forkastas nollhypotesen om det berdknade vérdet pa U é&r ldgre &n det kritiska vérdet.

I exemplet i tabell 9 dr U, = 28,5 och Ug = 7,5. Det kritiska virdet for Mann-Whitneys U for o = 0,05
och sex observationer i varje grupp ar 5. Nollhypotesen kan séledes inte forkastas eftersom Ug dr
storre dn det kritiska vérdet.

Ett 1agt P-vérde indikerar att de tva populationerna som jamfors har olika medianer. Ett P-virde hogre
an den kritiska 0,05 grinsen sdger att man inte kan dra slutsatsen att populationerna skiljer sig.
Observera att detta inte dr detsamma som att sdga att de ar lika! (detta géller all statistisk
hypotesprovning). Om man har sma stickprov dr Mann-Whitneys test oldmpligt eftersom det i dessa
fall har mycket lag styrka. Det &r t.0.m. sa att om man totalt har sju eller farre prover kommer testet
alltid att ge P-vérden hogre &n 0,05.
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Parade tester

I de fall man har beroende, eller parade, observationer utfor man det statistiska testet pa differensen
mellan paren. Som framgér av figur 11 finns dven hér en teoretisk skillnad mellan z- och t-test, men de
flesta datorprogram tar inte hinsyn till denna skillnad utan kallar allt for t-test.

Parat t-test

I tabell 10 finns samma data som i tabell 9, men hér ordnade som par och grupperna A och B har fatt
byta namn till ”Fore” och ”Efter”. Den nollhypotes som provas dr att den behandling som utforts
mellan métningarna inte har givit ndgon effekt, d.v.s. att medelskillnaden mellan Fore och Efter ska
var noll.

Hy: Behandlingen har ingen effekt och medelskillnaden mellan ”Fore” och “Efter” ar lika med 0.
H;: Behandlingen har effekt och medelskillnaden mellan ”Fdre” och “Efter” ar skild fran 0.

Tabell 10. Data for att illustrera ett parat t-test.
Prov nr. Maitvéirde Skillnad

Fore Efter
1 1 2,11 -1,1
2 2 23 -0,3
3 1 1,5 -0,5
4 2 1 1
5 1,5 2,1 -0,6
6 1,3 3 -1,7
Medel -0,53
Std.av. 0,91

Eftersom man testar om en observerad medelskillnad skiljer sig fran en antagen medelskillnad ar ett

parat t-test detsamma som ett t-test for ett stickprov dér den observerade medelskillnaden testas mot

det hypotetiska virdet 0 (ingen skillnad). Fran avsnittet om t-test for ett stickprov far vi:

. x—p —053-0 —053
(s/vn) (091/V6) 037

Med o = 0,05 och 5 frihetsgrader blir det kritiska virdet pa t = 2,57. Dé absolutvérdet av det
berdknade t dr lagre &n 2,57 kan nollhypotesen inte forkastas, d.v.s. den behandling som utfordes
mellan ”Fore” och “Efter” hade ingen effekt pa den variabel som mattes.

-1,4

Precis som tidigare géller att &ven om nollhypotesen forkastas dr det inte sdkert att den upptéckta
skillnaden har ndgon betydelse i praktiken. Ett hjdlpmedel for att se hur stor skillnad man har &r att
berdkna konfidensintervallen. Hur man anvénder denna information framgar i avsnittet t-test for ett
stickprov.

Wilcoxons teckenrangtest

I de fall man har data pa ordinalskalniva eller fran fordelningar som inte ens efter transformering kan
anses vara normalfordelade anvinder man Wilcoxons teckenrangtest som dr ett icke-parametriskt test
for tva beroende, eller parade, grupper. Eftersom detta ar ett ickeparametriskt test dr det medianerna
som jamfors. I detta test ger P-virdet svar pa fragan om skillnaden mellan medianen fore och efter
behandling dr en slumpvariabel eller ej. Testet tar hinsyn till bade storlek och tecken pa skillnaden
mellan ”Fore” och ”Efter”, och &r saledes ett ganska starkt test trots att det &r ett icke-parametriskt test.

Testet gar till sa att skillnaden mellan alla par beréknas. Darefter rangordnas absolutvirdet av alla
skillnader. Skillnader som &r O stryks, dérefter far den l4gsta skillnaden rangordning 1. Om flera
skillnader r lika far dessa sitt medelrangtal. Darefter sitter man ut plus- och minustecken framfor
rangtalen och berdknar man summan. Testvariabeln berdknar man sedan enligt:
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dér R dr rangtalen med tecken. Det kritiska virdet for denna testvariabel far man ur en tabell 6ver
normalfordelningen.

T =

For att illustrera detta anvénder vi samma data som i exemplet i tabell 10 och lagger till rangtal for
skillnaden (tabell 11). Virdet pé testvariabeln blir T =-15/N91 = -1,57. Frén en tabell Sver
normalfordelningen far man att det kritiska vérdet for ett tvasidigt test vid o = 0,05 &r -1,96. Da virdet
pa testvariabeln understiger det kritiska vérdet behaller vi nollhypotesen, precis som i t-testet med
samma data.

Tabell 11. Data for att illustrera Wilcoxons teckenrangtest.

Prov nr. Mitvirde Skillnad  Rang Tecken-

Fore Efter rang (R)
1 1 21 -Ll 2 -2
2 2 23 -03 6 -6
3 1 1,5 -05 5 -5
4 2 1 1 3 3
5 LS 21 -06 4 -4
6 1,3 3 -1,7 1 -1

>R -15

TR> 91

Som for andra icke-parametriska tester har dven detta test ldgre styrka 4n motsvarande parametriska
test. Vid sma stickprovsstorlekar ar det mycket svar att kunna uppticka annat &n mycket stora
skillnader nir man anvinder Wilcoxons teckenrangtest.
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Hypotesprovning - Fler &n tva grupper

Hittills har vi gatt igenom hur man gor statistiska tester pa en och tva grupper. I detta avsnitt kommer
vi gd igenom tester for att prova hypoteser som involverar fler 4n tva grupper. Om man har
normalfordelade data gar dessa typer av analyser ofta under samlingsnamnet variansanalys, eller
ANOVA efter engelskans ANalysis Of VAriance. Namnet variansanalys ér egentligen ganska
missvisande eftersom man inte testar hypoteser som ror varianser. | sjdlva verket ar det hypoteser om
medelvarden som testas, men av historiska skél anvinds namnet variansanalys.

Grupperna i en variansanalys kan vara ordnade pa en mingd olika sitt beroende pa vilket forsok man
utfor och vad det dr man studerar. I det enklaste fallet har man tre oberoende grupper av data dér man
testar om medelvardet hos ndgon av grupperna skiljer sig frdn medelvirdet hos ndgon av de andra
grupperna. Fran detta enkla fall kan man bygga ut analyserna till ytterst komplicerade modeller. I
denna handledning kommer nagra av de viktigaste aspekterna att tas upp. For mer avancerade
modeller finns flera hundra statiskbdcker om variansanalys, pa mer eller mindre abstrakt niva, att
tillga. En god start dr Zar (1999).

ANOVA - grundlaggande begrepp

I en variansanalys jobbar man med tva grupper av variabler. Dessa grupper har manga bendmningar.
En vanlig nomenklatur ar beroende respektive oberoende variabler. Vanligt dr ocksa att de beroende
variablerna kallas effektvariabler och de oberoende kallas faktorer. Olika nivaer i den oberoende
variabeln kallas nivéer.

Ett exempel far belysa begreppen. Antag att man studerar effekten av olika méngder av ett
gddningsmedel pa vixters tillvixt. Man planterar fem plantor vardera i tre minivéxthus och ger olika
mingd av ett gddningsmedel till de olika véxthusen. Efter tva veckor miter man tillvixten hos alla
plantor. Dédrefter gor man om experimentet tva ganger. Resultaten finns sammanstéllda i tabell 12.

I detta experiment &r tillvixten den beroende variabeln, eller effektvariabeln. Naringsgiva och
forsoksomgang ir oberoende variabler, eller faktorer. Niringsgiva har i detta exempel tre nivaer; 15
ml, 20 ml och 25 ml. De numeriska vardena pé néaringsgiva kommer dock inte att ingd i analysen utan
ar bara namn pé de olika nivaerna.

Tabell 12 Tillvaxt (mm) hos plantor efter 2 veckor vid odling i olika niringsgivor. Beskrivningar och formler for de olika
berdkningarna finns nedan.

Forsok 1 Forsok 2 Forsok 3
Naéringsgiva (ml) Naéringsgiva (ml) Naéringsgiva (ml)
15 20 25 15 20 25 15 20 25

128 138 100.  110. 120 139. 140, 119

129 139 110 120 130 122: 142 118
130 140 120 130 140 141 138 130

131 141 130 140 150 120 132

132 142 140 150 160 121 129
Summa 600 650: 700 600: 650! 700|| 643 679: 628
Summa av kvadraterna | 72010 84510 98010/ | 73000 85500 99000((83127. 92353 79050
Kvadratsumma 10 10 10 1000. 1000 1000|| 437,2° 144,8 1732
Antal obs. 5 5 5 5 5 5 5 5 5
Medel 120 130: 140 120 130 140 129 136 126
Std.av. 1,58 1,58 1,58 158 15,8 158|| 10,5 6,02; 6,58

I de tva forsta forsoksserierna i tabell 12 framgér det tydligt att tillvixten dr hdgre vid hogre
ndringsgiva och att variationen kring medelvéirdena var densamma inom varje forsok. Resultaten i den
tredje upprepningen &r svérare att tolka efter bara en snabb &verblick.
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Man kan tycka att ovanstaende problem skulle kunna 16sas med hjélp av tre t-tester, men detta ar
direkt oldmpligt. Det oldmpliga bestar i slumpens obehagliga nycker. Om man utfor upprepade t-tester
pa samma dataset kommer risken att gora ett typ-1 fel vara 1 pa 20 for det forsta testet (vid oo = 0,05)
och sedan dka for varje ytterligare test man utfor pd samma data, se &ven avsnittet om upprepade tester
och Bonferroni-korrektion ovan. Om man i fallet med de tre niringsgivorna gor tre upprepade t-tester
ar risken for ett typ -I fel 13%. Hade man haft fem nivaer pa niringsgivorna vore samma risk 29%. For
att undkomma dessa ackumulerade risker for typ-I fel gor man istéllet en variansanalys.

D4 man satte igang detta forsok hade man den statistiska nollhypotesen att medeltillvixten ar

densamma vid alla niringsgivor. Mothypotesen ar att medeltillvixten vid minst en av niringsgivorna
skiljer sig fran medeltillvixten vid minst en annan niringsgiva. Detta kan sammanfattas som:

Ho: X5 = X5 = X5

Mothypotesen omfattar ménga olika alternativ:
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X15 > XZO > X25
och sa vidare

Om nollhypotesen forkastas giller minst en av alla mothypoteser. Vilken eller vilka som géller far
man svar pa genom s.k. post hoc tester som vi kommer att beskriva langre fram.

For att testa nollhypotesen méste man ta reda pé stickprovens medelvirde och spridningen kring
medelvérdet. Vidare maste man ta reda pa variationen i hela datamaterialet. Den totala variationen kan
sedan delas upp i variation mellan grupper och variation inom grupper. I en variansanalys vill man ta
reda pd om variationen inom en grupp r mindre 4n variationen mellan grupperna. D.v.s. hur mycket
av den totala variationen beror pa olika behandlingar (néringsgivor i exemplet), och hur mycket av
variationen ar den naturliga variationen inom respektive grupp? Detta uttrycks genom kvoten mellan
”variationen mellan grupper” och ”den totala variationen”. Denna kvot kallas F-kvot och &r ett centralt
begrepp inom all variansanalys. Ju storre F-kvoten dr desto mer av variationen beror pa olikheter
mellan de olika behandlingarna. Bendmningen F kommer fran Sir Ronald Fisher.

Exempel pa berdkningar - ANOVA-tabellen

En grundldggande del i all presentation av resultat frén variansanalyser dr den s.k. ANOV A-tabellen. I
alla datorprogram for statistik presenteras resultaten i en tabell som kort och gott kallas ANOVA-
tabell. I detta avsnitt kommer vi att gd igenom de olika komponenterna i en sddan tabell. Vi utgar fran
forsoken i tabell 12. For att konstruera tabellen behover vi de olika summorna som finns under sjilva
datasammanstéllningen.
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For varje niva (néringsgivor i detta fall) berdknas f6ljande:

Bendmning Forklaring Exempel, Forsok 1 vid 15 ml.
Summa Summan av alla data 1 en grupp, in. 118+119+120+121+122 = 600
Summa av Summan av varje métvirde i kvadrat, i [ 118"+ 119>+ 120> + 121° + 1227 =
kvadraterna en grupp, ¥ x72. 72010

Medel for grupp j Medelvirde, X;=Xx; /n.. 600/5 = 120

Kvadratsumma, SS

Summan av kvadraten pa skillnaden
mellan métviarde och medelvardet

2 (i)

(118-120)* + (119-120)* +
(120-120)* + (121-120)* +
(122-120)* = 10

Antal obs. Antal observationer, n;. 5

Std.av. Standardavvikelse, s;. 1,58

Till detta kommer ett antal termer som &r gemensamma for hela forsok 1:
Totalsumma Summan av alla data i ett forsok, X. 1950
Summa av alla Summan av varje mitvérde i kvadrat, 254530
kvadrater i ett forsok, X2

Antal obs. Antal observationer, N. 15
Antal grupper De olika niringsgivorna, k 3

For att berdkna den s.k. F-kvoten behdver vi berdkna de olika varianskomponenterna. Dessa forkortas
ofta SS vilket star for Engelskans ”Sums of Squares”. Nedan foljer en beskrivning av de tre olika
varianskomponenterna i den enklaste formen av variansanalys, en s.k. enfaktors-anova.

1) Totala kvadratsumman, SSt. Detta dr ett matt pa avstdndet mellan varje punkt och det
gemensamma medelvirdet (figur 13). Detta beréknas med foljande formel:

SSt=2(x; - X)

Denna formel anvénds inom ménga statistiska tester och vi har hittills stott pa den vid berékning av
variansen for ett stickprov. For att gora berdkningarna lattare kan man forenkla formeln till:

SSp= 2X* - (ZX)*/N = 254530 -(1950*/15) = 1030.
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Figur 13. Illustration av de avstand som ingér i berdkningen av totala kvadratsumman i en variansanalys. Det markerade
avstanden motsvarar x; - X i ekvationen ovan. Data kommer frén forsok 1 i tabell 12.

2) Kvadratsumman for variation mellan grupper, SSy. Denna kvadratsumma ger ett métt pa
Variationebl mellan stickproven. Detta &r ett métt pa hur mycket stickprovsmedelvardena ( X;)

varierar kring sitt medelvérde, d.v.s. ett métt pa skillnaden mellan en grupps medelvérde och alla
gruppernas gemensamma medelvarde (figur 14). Om alla grupper kommer fran samma population
kommer denna kvadratsumma, d.v.s. avstdnden i figur 14, att vara liten. Om det ddremot finns stora
skillnader mellan grupperna antar summan ett stort véirde. Detta beréknas enligt:

SSu = an(fj - Xmedel)za
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dér n; = antal observationer i grupp j, X; = medelvirde av grupp j, och

— Y niXx;

Xmedel = IJV ]7

d.v.s. ett viktat medelvérde av alla gruppers medelvérde. Viktningen bestar i att man tar hénsyn till
antalet observationer i varje grupp. Genom detta far medelvérden frdn grupper med ménga
observationer véga tyngre dn medelvarden fran grupper med fa observationer.

Formeln for berdkning av SSy kan forenklas till:
SSym = 2(Zx/n;) - (ZX)*/N = (600%/5 +650%/5 + 700%5) -(1950*/15) = 1000.
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Figur 14. Tllustration av de avstand som ingar i berdkningen av kvadratsumman for variation mellan grupper i en
variansanalys. De markerade avsténden motsvarar X; — X medel 1 ekvationen ovan. Data kommer fran forsok 1 i tabell 12.

3) Kvadratsumma for variation inom grupper. Detta &r ett matt pa variationen inom de olika

grupperna. Denna varianskomponent bendmnes ofta ”Error” i statistikprogram. Formeln for detta

ar:
SSl' = Z Z(xij - fj)z
i

dar x;; & métvardet for observation i i grupp j, och X; dr medelvirdet for grupp j. Med denna formel

berdknas forst kvadraten pa summan av avstdnden mellan varje observation i en grupp och
gruppens medelvirde (figur 15). Detta gors for varje grupp och dérefter summeras alla
gruppsummor. Som framfar av figur 15 gEr stora variationer (d.v.s. dd x; - X; &r stort) ett hogt

virde, och liten variation ett 1agt virde. En enklare variant av samma formel &r:

SS; = 2X? - 2(2xi*/n;) = 254530 - (600*/5 +650%/5 + 700°/5) = 30.,
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Figur 15. Del av figur 14 for illustration av de avstdnd som ingar i berdkningen av kvadratsumman for variation inom

grupper i en variansanalys. De markerade avstinden motsvarar x;; - X;. i formeln ovan. Data kommer frén forsok 1 i

tabell 12.
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Niér de olika varianskomponenterna &r berdknade presenteras de vanligtvis i en ANOV A-tabell (tabell
13). I tabellen ingér d4ven andra komponenter &n kvadratsummorna. Antal frihetsgrader ar ett matt pa
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den méngd information som finns kvar i data efter att en parameter ar berdknad. Vi gar inte in ndrmare
pa detta hér utan njer oss med att presentera formlerna i tabellen.

Tabell 13. De olika delarna i en ANOV A-tabell. I den 6vre tabellen visas formlerna for de olika komponenterna och i den
undre visas vérden frén data fran forsok 1 i tabell 12.

Variansorsak Frihets- Kvadrat- Medelkvadrat- |F
grader, f.g. summa, SS summa, MS

mellan grupper k-1 SSwm SSw/f.g. MSw/MS

I

inom grupper N-k SS; SSyf.g.

Totalt (k-1)+(N-k) =N-1 | SSr

Variansorsak Frihets- Kvadrat- Medelkvadrat- |F p
grader, f.g. |[summa, SS |summa, MS

mellan grupper 3-1=2 1000 1000/2 =500 500/2,5= [<0,001

200
inom grupper 15-3=12 30 30/12=2,5
Totalt 15-1=14 1030

Medelkvadratsumman &r ett matt pd den genomsnittliga variansen i de olika grupperna. Dessa véirden
anvénds sedan for att berdkna den s.k. F-kvoten. En generell beskrivning av F-kvoten ér:

__ behandlingseffekt + individuella skillnader + métfel

F

individuella skillnader + matfel

Om behandlingseffekten (effekten av de olika néringsgivorna i detta fall) &r liten blir kvoten néra 1
och man kommer inte att kunna hitta ndgon signifikant effekt av den behandling man utfort.

I praktiken berdknar man F-kvoten som F = MSyejjan/MSnom. FOr att fa reda pad om behandlingen har
nagon signifikant effekt ser man i en tabell 6ver F-fordelningen och lédser av det kritiska vérdet for de
antal frihetsgrader som ingdr i tiljare och ndmnare i F-kvoten, for den valda nivan pa a. I exemplet
ovan ar det kritiska virdet vid o = 0,01 och 2 respektive 12 frihetsgrader 5,39. Det berdknade vérdet
pa F ar 200 och vi kan dérfor pa goda grunder forkasta nollhypotesen som sa att de olika
medelvirdena inte skiljer sig at.

Ett vanligt sétt att i lopande text presentera resultat av en variansanalys &r “’det fanns en signifikant
skillnad i tillvixt mellan de olika néringsgivorna (ANOVA, F; 1, =200; P <0,001)”, eller varianter av
detta.

I tabell 14 presenteras resultaten av variansanalyser pa forsok 2 och 3 i tabell 12, efter berékning i ett
datorprogram. Som framgar dr ingen av dem signifikanta (d.v.s. P dr storre dn 0,05). I forsok 2 finns
en stor variation bade inom och mellan grupper som gor att man inte vet vad som &r naturlig variation
och vad som ér effekt av de olika néringsgivorna. I forsok 3 dr den totala variationen densamma som i
forsok 1, men variationen inom grupperna &r avsevart mycke storre. Dirav gar det inte att sdrskilja
variation inom grupper fran variation mellan grupper och testet ger stdd at nollhypotesen.

Som du kanske mérkt bendmnes variation inom grupper “Error” i det datorprogram som anvénds for
berdkningarna i tabell 14. Detta dr en vanlig synonym till variation inom grupper. En annan vanlig
synonym ar “Random”. Bada dessa synonymer indikerar att denna varianskomponent ar ett matt pa
den slumpméssiga variationen inom en grupp.
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Tabell 14a. Resultat av ANOVA pa forsok 2 i tabell 12.

Source DF| Sum of Squares| Mean Square F Ratio Prob > F
Nutrient 2 1000 500 2,00 0,1780
Error 12 3000 250

Total 14 4000

Tabell 14b. Resultat av ANOVA pa forsok 3 i tabell 12.

Source DF| Sum of Squares Mean Square F Ratio Prob > F
Nutrient 2 274,8 137,4 2,183 0,1554
Error 12 755,2 62,93

Total 14 1030

Bakomliggande modeller
I detta avsnitt kommer vi att kort ta upp de bakomliggande modellerna i variansanalys. Den totala

variationen bestir av summan av variationen i de olika grupperna som ingar i en modell, de s.k.
varianskomponenterna. Variationen beskrivs av de olika kvadratsummorna. Vi far saledes:

SSTotal = SS[nom + SSMellan-

Detta illustreras bl.a. i tabell 13 dér totala kvadratsumman, 1030, & summan av gruppernas
kvadratsummor som &dr 1000 och 30.

For tvavégs variansanalyser (som beskrivs langre fram) bestar kvadratsumman for variation mellan

grupper av flera delar:

1. en kvadratsumma som representerar variationen mellan prover, som orsakas av faktor A, SSa,

2. en kvadratsumma som representerar variationen mellan prover, som orsakas av faktor B, SSg och

3. en kvadratsumma som representerar variationen mellan prover, som orsakas av samverkan
(interaktion) av faktor A och faktor B, SS,g.

Vi far da:
SSTotal = SS[nom + SSA + SSB + SSAB-

Modellerna ovan ér beskrivningar av hur variansen delas upp 1 olika komponenter. Det finns ocksa

modeller for hur varje enskild observation inkluderas i en variansanalys. I en enfaktors variansanalys

har man f6ljande komponenter (med exempel fran forsok 1 i tabell 12):

Yij =observation i hos niva j, t.ex. 118 mm for planta 1 vid ndringsgivan 15 ml,

n = medeltillvixten hos hela populationen av den viaxt man anvént, oavsett behandling,

0, = avvikelsen frén p som en effekt av behandling j, kan vara bade positiv och negativ; d.v.s. den
tillvaxt som erhélls som en effekt en niringsgiva,

gj = ett matt pa slumvariationen; d.v.s. ett matt pa hur mycket planta i behandlad med néringsgiva j
avviker fran p + o; pé grund av slumpmaéssig variation.

Dessa komponenter bildar tillsammans foljande ekvation:

in =H + Q; + Eji.

I en variansanalys testar man om o, har nigot inflytande i ekvationen. Om man inte har ndgon effekt
av den behandling som utfoérts kommer o vara ungefér lika for alla i. D.v.s. att o5 & 0o ~ Ops 1 forsok

1. Detta &r i sjdlva verket den egentliga nollhypotesen.

For en tvafaktors ANOVA far man pa motsvarande sétt:

Yige = p +oi + B + (aP)ij + €
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ddr PB; = effekten av niva j i faktor § och (af);; dr samverkan mellan niva i hos faktor o och niva j hos
faktor 3.

Ovanstaende ekvationer dr exempel pa den teoretiska grunden i all variansanalys och de beskriver
sambandet mellan varje observation och effekten av de olika behandlingarna. I denna korta
beskrivning av de bakomliggande modellerna i ANOVA tar vi bara upp de allra enklaste varianterna
av dessa modeller. Ju mer komplicerad modell som testas desto mer komplicerad blir den ekvation
som beskriver modellen.

Fixa, stokastiska och blandade modeller

De tre begreppen i rubriken dr viktiga att kinna till innan man sétter igdng med en variansanalys
eftersom sittet att berdkna F-kvoten skiljer sig beroende pé vilken typ av modell man har. Om man
inte specificerar vilken typ av modell man har kan man fa felaktiga F-kvoter (och darmed felaktiga P-
varden) ndr man anvander datorprogram, eftersom datorn dé inte vet hur den ska rdkna utan anvinder
den forvalda metoden.

Det finns tva typer av faktorer, d.v.s. oberoende variabler; fixa och stokastiska. De flesta
variansanalyser bygger pa fixa faktorer. Denna typ av faktorer har faststillda nivaer i den oberoende
variabeln, t.ex. de tre néringsgivorna i exemplet ovan. Nivaerna bestdms oftast innan ett experiment
startar.

Stokastiska faktorer har nivaer som véljs slumpvis frén en “population” av tdnkbara nivéer. Detta
forfarande &r inte ovanligt i miljdanalyssammanhang dér man ibland inte kan designa experiment och i
forviag bestdimma nivaerna pa sina faktorer. Ett exempel pa en stokastisk faktor &r tridslag forutsatt att
man utfor métningar pa slumpvis valda triad i ett omrade. Om man innan studien hade definierat vilka
tridslag man skulle inventera vore tridslag ddremot en fix effekt.

Beroende pa kombination av fixa och stokastiska faktorer finns det olika sétt att berdkna
varianskomponenterna och F-kvoten. Oftast dr det ndmnaren i F-kvoten som skiljer mellan de olika
modellerna. Tabell 15 ger en bild av hur F-kvoten berdknas vid olika typer av data. For att fa ratt F-
kvot nidr man anvinder datorprogram for att berdkna en variansanalys maste man ange om man har
stokastiska eller fixa faktorer. De olika modellerna bendmnes Modell I, II och II1. De engelska
termerna for dessa tre modeller dr antingen ”Model I, 11, III” eller ”Fixed models”, ”Random models”
och ”Mixed models”.

Modell I &r den vanligaste typen och anvinds nér alla faktorer &r fixa. De flesta datorprogram ger F-
kvoter berdknade enligt modell I, om man inte specificerar annat.

Modell Il anvinds sdllan och bygger pa att alla faktorer har slumpmassigt valda nivaer.

Modell 111 anvinds ndr man har en blandning av fixa och slumpmaissiga faktorer och kallas ofta
”mixed model ANOVA”.

Tabell 15. Illustration av hur séttet att berdkna F-kvoten i en variansanalys skiljer sig mellan olika typer av studier, beroende
pé om faktorerna &r fixa eller stokastiska. Error betecknar inomgruppsvariationen.

Variansorsak Modell | Modell 11 Modell 111

(A och B ér fixa) (A och B dr stokastiska) (A ar fix och

B ir stokastisk)

Faktor A Faktor A MS Faktor A MS Faktor A MS
Error MS A x BMS A x BMS

Faktor B Faktor B MS Faktor B MS Faktor B MS
Error MS A x BMS Error MS
Interaktion mellan A xBMS A xBMS A xBMS
A och B Error MS Error MS Error MS
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Envags ANOVA

En envigs ANOVA anvinder man i de fall da man vill testa om det finns skillnader i medelvérdet hos
en variabel t.ex. ldngd, koncentration, diversitet, etc., mellan olika nivéer i en enda faktor, t.ex. olika
néringsgivor. Antalet nivéer ska vara minst tre. [ exemplet ovan jamforde man hur medelvirdet av
tillvixten varierade mellan tre olika néringsnivéer. Detta dr ett typexempel pa en envigs, eller
enfaktors, variansanalys.

Innan man startar berdkningarna maste man fundera om data behdver transformeras. Avsnittet om
datatransformation ovan beskriver olika mojligheter. Variansanalys bygger pa att data ar
(approximativt) normalfordelade och om man inte kan uppna en sddan férdelning med hjilp av
tranformation ska man anvianda motsvarande ickeparametriska tester. En variansanalys ar dock relativt
okénsligt for avvikelser fran normalfordelningen vilket gor att de flesta data som ar pé intervall- eller
kvotskalan kan analyseras med ANOVA. Motsvarande ickeparametriska tester dr Kruskal-Wallis test
och Friedmans test. Mer om dessa tester f6ljer.

Precis som t-test forutsétter nyttjandet av variansanalys att observationerna kommer fran samma
bakomliggande population och dirmed har samma varians, s.k. homoscedasticitet. Om variansen &r
olika for olika nivaer har man s.k. heteroscedasticitet vilket leder till att det inte gar att utféra en
variansanalys. Ett vanligt test for att kontrollera om stickproven har samma varians &r Barletts test och
manga statistikprogram berdknar detta test automatiskt nar man goér en ANOVA. I Barletts test testas
nollhypotesen att varianserna &r lika mot alternativhypotesen att varianserna inte ar lika. For att
forutsédttningarna for en ANOVA ska vara uppfyllda vill man i detta test saledes ha ett P-virde som ar
storre dn o, d.v.s. 0,05, sé att nollhypotesen kan behallas. Om p-vérdet blir mindre dn 0,05 har minst
en nivé hos den faktor man studerar en varians som skiljer sig frdn dvriga nivéers varians.

Om Barletts test ger att varianserna skiljer sig kan man antingen konstatera att de studerade nivaerna
skiljer sig, och ndja sig med detta. En skillnad i varians kan vara lika viktig som en skillnad i
medelviarde. En annan atgérd kan vara att utfora ndgon form av transformering for att reducera
variansen och ett tredje sétt ar att anvdnda en variant av ANOVA som inte forutsitter jimn varians.
Det senare alternativet dr dock ovanligt. Ytterligare ett sétt dr att anvénda en icke-parametrisk variant
av ANOVA.

Om data inte &r normalfordelade eller om de dr pé ordinalskalenivén finns flera ickeparametriska tester
att tillgd. De vanligaste dr Kruskal-Wallis test om man har oberoende grupper och Friedmans test da
man har beroende grupper.

Kruskal-Wallis test

Detta &r ett effektivt test for att prova hypoteser av ANOVA-typ dér data inte uppfyller kraven for en
vanlig variansanalys. Testet kallas ocksa for H-test eftersom testvariabeln bendmnes H. Principen &r
att alla observationer rangordnas, oavsett grupp. Dérefter jamfor man summan av alla rangtal for de
olika grupperna. Om nollhypotesen dr korrekt, d.v.s. att alla stickprov kommer frdn samma population,
kommer summan varje grupps rangtal att vara ungefér lika stora.

Testvariabeln H berdknas med f6ljande formel:
12 R?
= vainZy, SW-D,
dir N = det totala antalet observationer, N; = antal observationer i grupp i och R; = summan av
rangtalen i grupp i.

Om det finns rangtal som é&r lika korrigerar man testvariabeln genom att dividera H med en
korrektionsfaktor som kallas C. Man far da Hy,, = H/C, dér
_ g (-t
c=1 TEETR
dér t; = antal lika rangtal i den i:te gruppen av lika rangtal.
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Det kritiska vérdet pé testvariabeln far man i en chi-tva-tabell. Antalet frihetsgrader ar antalet grupper
minus 1. Om det erhéllna véirdet pa H &r ldgre 4n den kritiska nivdn man erhéller fran chi-tva-tabellen
behaller man nollhypotesen.

Om man utfor Kruskal-Wallis test pa forsok 1 i tabell 12 far man de rangtal som visas i tabell 16.
Underst i tabellen visas rangsummorna. Bara genom att titta pa rangsummorna kan man gissa att de
olika nivaerna (15, 20 resp. 25 ml) ger olika resultat.

Tabell 16. Rangtal for resultaten i forsok 1 i tabell 12.
Forsok 1

Niéringsgiva (ml)
15 20 25

1 6 11
2 7 12
3 8 13
4 9 14
5 10 15
Antal obs. N; 5 6 7

Rangsumma, R; 15 40 65

Virdet pa testvariabeln berdknas med hjilp av formeln ovan:

12 152 402 = 652 B
T 15x(15+1) (T Tt T) —3(15-1)=18,5

Ur en chi-tva tabell far man att det kritiska vérdet pa H for o = 0,001 och 3-1 frihetsgrader ar 13,8. Vi
kan sdledes konstatera att dven den ickeparametriska varianten av variansanalys ger att tillvixten
skiljer sig mellan behandlingarna.

Friedmans test

Detta test dr den ickeparametriska varianten av en “Repeated measures ANOVA”, som anvands nér
man har tre eller flera beroende grupper och man vill testa om det finns skillnader mellan grupperna.
Som ménga andra ickeparametriska tester bygger dven Friedmans test pa rangtal. Principen &r att
rangsummorna blir ungefér lika for alla grupper om grupperna inte skiljer sig. En stor skillnad mellan
rangsummorna tyder ddremot pa skillnader mellan grupper. Formeln for Friedmans test ar beslédktad
med formeln for Kruskal-Wallis test men nagot mer komplex, darfor presenteras inte formeln hér.
Testvariabeln ar dven i detta test chi-tva-fordelad. Antalet frihetsgrader ar antalet grupper minus 1.

Tvavigs ANOVA

Hittills har alla tester som beskrivits i detta kapitel handlat om data med endast en faktor, med en, tva
eller fler nivaer. I en tvavags, eller tvafaktors, ANOVA analyserar man effekter av tvad samverkande
faktorer. Det kan t.ex. réra sig om en faktor med nivderna “Fore” och “Efter” en behandling samt en
faktor med nivéerna "Hane” och "Hona” (tabell 17). I denna typ av férsok kan man ha effekter fran
varje faktor for sig och genom en kombination av de bada faktorerna.

Tabell 17. Illustration av interaktioner i en tvavigs ANOVA.

Kon
Hona Hane
—é Fore Medelvirde, Medelvirde,,
e} Efter Medelvirde,; Medelvirde,,

Eftersom vi kan forvénta oss effekter i tre nivder kan vi konstruera tre nollhypoteser. Den forsta nivan
ror den s.k. huvudeffekten som kommer av kon. Hir forséker man besvara fragan om det finns nagra
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konsanknutna skillnader utjimnat over alla nivaer i den andra faktorn, d.v.s. att summan av alla
behandlingsgruppers medelvirden for honor ska vara lika med summa av alla behandlingsgruppers
medelviarden for hanar. Nagot mer matematiskt uttryckt blir detta:

Ho1: (Medel;; + Medely;) - (Medel;; + Medel,,) = 0, d.v.s. medel f6r "Honor” ar lika med medel for
”Hanar”.

Nollhypotesen for behandlingseffekten testar om det finns nagon skillnad mellan behandlingar, oavsett
kon. Pa motsvarande sétt blir nollhypotesen att summan av honors och hanars medelvirden fore
behandling ska vara lika med summan av honors och hanars medelvirden efter behandling:

Ho,: (Medel;; + Medel;,) - (Medel,; + Medely,) = 0, d.v.s. medel for "Fore” ér lika med medel for
“Efter”.

Slutligen stéller vi upp en nollhypotes om interaktionen, d.v.s. samverkan, mellan de bada faktorerna.
Man vill dé ha svar pé fragan: finns det ndgon skillnad mellan kénen i respons pa behandlingen.
Nollhypotesen blir matematiskt densamma som Hy ;.

Hos: (Medel;; + Medely;) - (Medel;; + Medel,;) = 0, d.v.s. skillnaden mellan behandlingarna av honor
ska vara lika stor som skillnaden mellan behandlingarna av hanar.

Resultaten fran en tvafaktorsanova kan illustreras med hjélp av bilder. I figur 16a visas medelvirdena
av den uppmadtta responsvariabeln i exemplet ovan. I 16b visas de olika kdnens medelrespons oavsett
behandling. I detta exempel dr de badda kdnens medelviarde lika om man inte tar hénsyn till
behandlingen. Likasa &r medelvirdena av de olika behandlingarna lika stora for bada konen (figur
16¢). Daremot finns en tydlig effekt om man ser till interaktionen mellan kén och behandling (figur
16d). Skillnaden mellan medelvirdena for honor har motsatt tecken jimfort med skillnaden mellan
medelvirdena for hanar.

Den grafiska beskrivningen visar saledes att det inte finns ndgon effekt av vare sig kon eller
behandling om de testas var for sig, men att det finns en samverkanseffekt mellan de bada. Om det
finns en interaktion &r sdledes linjerna i ett s.k. interaktionsdiagram, som i figur 16, inte parallella.

a) b)
@ Fore
i B =
g . @® Fore 2 Il Efter
o - g Medel for resp.
8 - W Efter 2 = kon oavsett
x| @ e behandling
Honor Hanar Honor Hanar
c) d)
Fo e
® Fare i ® Fore
B Efter . 5 B Efter
Medel fér resp. o : Skillnad mellan
== behandling 2 == behandl. inom
oavsett kén olika kén
Honor Hanar Honor Hanar

Figur 16a-d. Illustration av tvavigs ANOVA utford pa exemplet i tabell 17.

Generellt kan man séga att en tvafaktors ANOVA testar om skillnader mellan nivaer i en faktor
varierar mellan nivéerna i den andra faktorn. I figur 17a-f visas exempel pa interaktioner mellan tva
faktorer, kon (2 nivéer) och tradslag (3 nivéer). Responsen, d.v.s. det man métt ar vikten av en
insektsart som man fangat pa olika trdd i ett skogsomréade. Nollhypoteserna ar 1) att det inte finns
nagon skillnad i vikt mellan honor och hanar, 2) att det inte finns nigon skillnad i insekternas
medelvikt oavsett kon mellan olika substrattradslag och 3) att det inte finns ndgon samverkan mellan
kon och tridslag som péverkar insekternas medelvikt.



38

- @® Honor |
c v
g B Hanar g ® @ o 5
g [ < 2
4 ] [
¢l #F—E—1 2
Gran Tall Bjork oy

Ingen effekt av kén eller tradslag Gran Tall Bjerk Gran Tall Bjork

Effekt av kon, inte av tradslag Effekt av tradslag, ej av kon
1] w
w = c
s ./.‘\. 8. -4
o 7]
@ e ]
: I/I\I o =
Gran Tall Bjork Gran Tall Bjork Gran Tall Bjork
Effekt av kén och tradslag Effekt av kén och tradslag Effekt av kon och tradslag,
med interaktion med interaktion

Figur 17a-f. Exempel pa olika typer av interaktioner i en tvafaktors ANOVA. Varje punkt visar medelvérdet av
responsvariabeln for respektive kombination av kon och tradslag.

Trevags ANOVA

Precis som man kan utdka en envigs ANOVA till en tvavigs, kan man l4gga till ytterligare en faktor
till en tvavigs ANOVA och pa sa sitt fa en trevigs ANOVA. I en sédan finns effekter fran varje faktor
for sig, fran interaktioner mellan tvé av de tre faktorerna och slutligen fran interaktioner mellan alla tre
faktorer. Dessa analyser kan dock bli s& komplicerade att de faller utanfoér vad som é&r avsikten med
detta kompendium och vi hdnvisar till ndgon larobok i &mnet, t.ex. Zar (1999).

Obalanserade modeller och saknade nivaer

For att fa storsta mojliga styrka i en variansanalys bor man ha en s.k. balanserad studie. Detta innebér
att man har lika manga prover fran varje kombination av faktorer (tabell 18a). Vidare bor man ha data
fran alla kombinationer av de studerade nivéerna. For att uppfylla dessa bada krav maste man ofta ha
stora dataméingder, speciellt vid tva- och trevégs variansanalyser. D4 man jobbar med
miljéundersékningar kan det dock vara kostsamt och ibland d4ven omdjligt att samla in s stora
dataméngder. I de fall man har olika stora stickprov fran olika nivaer har man en s.k. obalanserad
ANOVA. | vissa situationer kan det pa grund av naturen hos de data man studerar komma sig att man

helt saknar data for en niva. Detta kan t.ex. bero pé att vissa kombinationer av faktorer inte existerar
(tabell 18Db).

I de fall man har situationer som i tabell 18b maste man anvénda andra berdkningsrutiner &n vid
balanserade forsok. Exemplen ovan géller for balanserade modeller. Mer avancerade datorprogram
kan 16sa modeller med obalanserade data och med saknade nivaer med hjilp av en metod som kallas
GLM, ”General Linear Models”, medan enklare statistikprogram saknar metoder for att 16sa dessa
typer av modeller. Teorin bakom detta och metoder for att 16sa sddana modeller faller utanfor
intentionerna med detta kompendium. Metoderna finns beskrivna i manga larobocker, t ex. Rutherford
(2001)

Tabell 18a. Exempel pa en balanserad ANOVA. Tabell 18b. Exempel pé en obalanserad ANOVA med
Siffrorna anger antal studerade objekt. en saknad niva. Siffrorna anger antal studerade objekt.
Faktor A Faktor A
Niva 1 Niva2 Niva3 Niva 4 Nival Nivd2 Nivd3 Nivd4
m[Nival| 5 5 5 5 m Niva 1| e 5 6 5
= =
g |Niva 2 5 5 5 5 8 |Niva 2 4 5 3 5
G G
~ |Niva 3 5 5 5 5 F~ INivéa 3 2 4 2 6

“Repeated measures ANOVA”

Precis som for t-test kan man vélja mellan beroende eller oberoende nivaer hos den faktor man
studerar. Om man har beroende nivaer utfor man en s.k. "Repeated measures ANOVA”. Typiska
situationer da man har beroende grupper dr da man gjort upprepade métningar pd samma individer
eller objekt, t.ex. fore och efter en behandling. Behandlingen kan antingen vara en aktiv manipulation
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eller att méitningarna upprepas med jimna intervall. I det senare fallet &r tiden mellan métningarna den
behandling man utfor. Vanligt dr att man anvénder en av nivderna som referensniva, d.v.s. den niva
som géllde innan man satt igdng nadgon form av manipulering.

En forutsittning for att gora en "Repeated measures ANOVA” ar att man utfor alla upprepade
matningar pa alla objekt i studien. En annan forutséttning ar att métningarna pa samma objekt ar
oberoende av varandra. Denna forutsittning &r besldktad med kravet pa homoskedasticitet (se avsnittet
om datatransformation) som géller for t-tester och variansanalyser ddr man jamfor olika grupper. Nar
man utfor upprepade métningar pd samma grupp forsvinner visserligen variationen mellan grupper,
men vi maste istillet ta hiansyn till s.k. kovarians hos de enskilda objekten. Eftersom man utfér
métningar pa samma objekt upprepade ganger finns det en risk att objekt som ger l4ga (eller hoga)
virden vid forsta mitningen dven ger laga (hdga) virden vid den andra métningen, en s.k. kovariation.
Detta risk ar speciellt hog om man utfor mitningarna sa att den férsta métningen péaverkar resultatet i
den andra métningen. I berdkningarna i en “repeated measure ANOVA” tar man hénsyn till denna
kovarians, men en forutsittning for att detta ska fungera ar att kovariansen ar ungefér lika stor for
varje objekt. P4 engelska kallas denna forutséttning for “’sphericity” eller “circularity” och
ovanstaende beskrivning ar en mycket grov forenkling for att ge en aning om vad som menas med
”sphericity”. Om data inte uppfyller detta krav kommer det framréknade P-véardet blir for lagt.

Matematiskt skiljer sig en "Repeated measures ANOVA” fran en vanlig ANVOA i princip genom
séttet att berdkna F-kvoten. Om man studerar en faktor med endast tva nivéer blir en “repeated
measures ANOVA” detsamma som ett t-test for beroende grupper.

Hierarkiska modeller

I vissa typer av variansanalyser &r de olika faktorerna relaterade till varandra pa ett hierarkiskt sétt.
Med detta menas att olika nivier inom en faktor kan delas upp i nya nivéer i en annan faktor. Man kan
t.ex. ha flera métstationer langs ett vattendrag och flera méatinstrument pa varje métstation. Hér kan
varje niva i faktorn “métstation” delas upp i nya nivéer i faktorn ’instrument” (figur 18). Eftersom
beroendet mellan de olika faktorerna ar linjart uppifran och ner, eller tvért om, har t.ex. méitinstrument
nummer ett pa station nummer ett ingenting att goéra med instrument ett pa station nummer tva. Detta
maéste specificeras ndr man gor en variansanalys. Om man inte specificerar detta kommer
berdkningarna att bli felaktiga. De flesta datorprogram har rutiner for att specificera om man har en
hierarkisk utformning pa sin studie.

De engelska uttrycken for denna typ av variansanalys dr antingen ”Hierarchic ANOVA?” eller ”Nested
ANOVA”.

Matstation 1 2

/N /N

Instrument 1 2 3 1 2 3

Figur 18. Illustration av hur faktorer &r organiserade i en hierarkisk variansanalys. Instrument 1 vid métstation 1 har inget
samband med instrument 1 vid métstation 2.

Post hoc tester

Om en variansanalys ger att man kan forkasta nollhypotesen vet man att medelvardet hos minst en
niva 1 en faktor skiljer sig frdn minst en annan nivé i samma faktor. Daremot vet man inte vilken eller
vilka nivéer som skiljer sig fran varandra. [ avsnittet om grundliggande begrepp inom ANOVA
framgér att mothypotesen ar en kombination av en mingd utsagor.

Om, och endast om, en variansanalys ger att man kan forkasta nollhypotesen kan man ga vidare med
en grupp av analyser som gemensamt kallas post hoc tester. Dessa tester utfor man for att ta reda pa
vilken eller vilka nivaer som skiljer sig signifikant. Post hoc tester fungerar i princip som upprepade t-
tester dar man jAmfor alla par av nivaer inom en faktor. Det finns dock en stor skillnad mot att utfora
en massa upprepade t-tester. Om man gor flera t-tester pa samma data kommer risken for ett typ-I fel
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ackumulera for varje upprepat test. Nar man gor post hoc tester dr denna risk betydligt ldgre och de P-
vérden testet ger &r betydligt mer tillforlitliga 4n de P-vdarden upprepade t-tester ger. Trots att post hoc
tester dr robusta finns det varianter som korrigerar a efter antalet upprepade tester, s.k. Bonferroni
korrektion.

Vilket test som ska anvindas beror delvis pé fragestédllningen och delvis pa hur konservativt test man
vill anvinda. I dessa sammanhang innebdr konservativ att testet krdver stora skillnader mellan tva
medelvirden innan det signalerar att det finns en signifikant skillnad mellan de nivéer man testar. Om
man véljer ett test som dr mycket konservativt finns en risk att man drar slutsatsen att det inte finns
nagon skillnad trots att det i sjilva finns en skillnad, ett s.k. typ-II fel. Viljer man ddremot ett test som
ar mindre konservativt finns risken att man drar slutsatsen att det finns en skillnad nir det egentligen
inte finns det, d.v.s. ett typ-I fel.

Det finns minst ett femtiotal olika post hoc tester. Nagra av de vanligaste dr Scheffes F-test, Tukeys
test och Fishers PLSD och Bonferroni. Oftast anvénds nidgon av dessa. Av de uppréknade testerna ar
Tukeys test det minst konservativa, foljt av Fishers PLSD. Scheffes test dr ganska konservativt och
Bonferroni-testet blir mer och mer konservativt ju fler nivder man jamfor. Ju mer konservativt ett test
ar desto storre maste skillnaden mellan medelvardena hos de tva nivaer man jamfor vara for att testet
ska ge att skillnaden ar signifikant (tabell 19).

Tabell 19. Den ldgsta skillnad i medeltillvdxt mellan olika nivéer i forsok 1 i tabell 12 som krévs for att tva nivaer ska anses
signifikant skilda, for fyra olika post hoc tester.

Signifikant* om skillnaden Gverstiger

Tukeys  Fisher's PLSD  Bonferroni Scheffe

3,56 4,32 4,96 5,09

*P <0,01

Forsoksdesign och ANOVA

Detta avsnitt bor ldsas i kombination med avsnittet "Bakomliggande modeller” ovan, da det bygger pa
de bakomliggande modellerna i variansanalys. I Planering av undersokningar i Naturvardsverkets
handbok for miljodvervakning ndmns det att det finns tekniker som omvandlar storningar i ett
experiment till kontrollerade slumpvariabler. Exempel pé storande faktorer kan vara heterogenitet i
markkemi nér man utfor ett godslingsforsok. Vid sddana tillfallen kan man genom att vélja rétt
forsoksdesign kontrollera slumvariationen i en tvavigs ANOVA. Det finns flera olika typer av
forsoksdesign. Forst beskrivs den design som pa engelska kallas ”Randomised Complete Block™.

Antag att man vill se om det finns skillnader mellan fyra olika gddningsmedel i hur stor skorden blir.
For att testa detta behovs minst fyra forsoksytor, en yta per gdodningsmedel. Men, med endast en yta
per gédningsmedel far man inget métt pa variationen vilket krdvs i en ANOVA. Darfor behover man
replikat. I detta fall viljer vi fyra replikat. Den totala area som kréavs for detta forsok kommer att bli
ganska stor och man har da anledning att anta att det finns variationer i markkemi som kommer att
paverka resultatet av studien. For att eliminera effekter fran variation i markkemi i analysen later man
slumpen avgora i vilken provyta man ska anvinda de olika gddningsmedlen. Man later dock inte
slumpen styra helt och héllet utan delar in ytorna i fyra s.k. block. Inom varje block slumpar man
vilken yta som ska behandlas med vilket godningsmedel (figur 19).

Figur 19. Exempel p& randomiserad block-design. Fyra olika gddningsmedel (A - D) har anvénts i 4 x 4 ytor. Ytorna &r
indelade i block och ordningen inom varje block ar slumpad.
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Resultaten fran studien kan analyseras med en tvavigs ANOVA, ddr man testar nollhypotesen att de
olika gddningsmedlen ska ge samma skord. Som i alla tvavigs variansanalyser kan man dven stilla
upp en nollhypotes om den andra faktorn, men i detta fall &r vi inte intresserade av den nollhypotes
som ror skillnader mellan de olika blocken. De olika blocken ar dock en viktig varianskomponent och
den maéste tas med i berdkningarna. Vi dr inte heller intresserade av interaktionen mellan block och
gddningsmedel eftersom denna interaktion inte har ndgon biologisk relevans. Faktum &r att om man
tar med interaktionen som en varianskomponent i modellen blir resultatet felaktigt. Vi dr bara
intresserade av effekten av gddningsmedel och inget annat, men anvander blockfaktorn for att
resultatet inte ska vara paverkat av eventuell heterogenitet i marken.

Den ANOV A-tabell som berdkningarna ger kommer séledes att innehalla de tva faktorerna och
inomgruppsvariationen som ofta bendmnes “Error” eller ”Residual” (tabell 20a). Eftersom
gddningsmedel dr en fix faktor och block en stokastisk faktor kommer analysen att vara en s.k. "mixed
model ANOVA” och F-faktorn berdknas enligt modell III (tabell 15).

Ur tabell 20a kan vi utldsa att de olika gddningsmedlen gav en signifikant skillnad i tillvéxt, och att de
olika blocken paverkat resultatet. I tabell 20b visas det resultat man erhdller om man inte tar hinsyn
till variation mellan blocken. Som synes &r det i detta exempel avgdrande for resultatet om vi tar med
blockeffekten i ANOVA-modellen eller ¢j. I tabell 20b dr den variation som beror pa skillnader mellan
blocken inkluderad i inomgruppsvariationen och dérfor blir denna vildigt hog (561). 1 20a ér denna
variation uppdelad i tvd komponenter och inomgruppsvariationen blir d& endast 15,1. Resterande 546
enheter av inomgruppsvariationen fran tabell 20b ar lagd i faktorn ”Block™ i tabell 20a. Vi drar oss till
minnes att F-kvoten dr medelkvadratsumman for en effekt dividerat med medelkvadratsumman for
variationen inom grupper. Detta leder till att F-kvoten for gddsel blir hog (och P-vérdet darmed lagt) i
tabell 20a eftersom man har en lag inomgruppsvariation.

Tabell 20a. ANOVA-tabell for exemplet i figur 19. Fiktiva data.

Source DF |Sum of Squares |Mean Square |F-Value |P-Value
Godsel 3 379 126 75,4 <0,0001
Block (Random) 3 546 182 109 <0,0001
Residual 9 15,1 1,67

Tabell 20b. Samma ANOVA som i tabell 20a, men utan blockeffekten.

Source DF |Sum of Squares |Mean Square |F-Value |P-Value
Godsel 3 379 126 2,70 0,0926
Residual 12 561 46,8

Utover randomiserad block-design, finns flera andra vedertagna forsdksuppstillningar. En
forsoksuppstéllning ar ”Latin square” (romersk kvadrat pa svenska), som &r en utdkad variant av den
randomiserade block-designen. Istillet for att kontrollera en stérande faktor tar man i ”Latin square”-
designer hansyn till tva storande gradienter i undersdkningsomradet, t.ex. samtidiga fuktighets- och
ljusgradienter. En annan vanlig forsoksuppstéllning dr ”Split plot design” (férséksplan med delade
rutor). I denna design har man till att borja med en randomiserad block-design som i figur 19, men for
att kunna ta hansyn till en ytterligare faktor, t.ex. behandling med olika herbicider (har kallade 1 och
2), delar man upp varje forsoksyta i flera delar (figur 20). Inom varje yta dr ordningen av 1 och 2
slumpad.

Block 1{A1 A2 |C1[C2|[B2|Bl1]||D2]|Dl
Block2[D2|D1||C1|C2|[A2]Al]||Bl1|B2
Block3(B2 | B1 | |D2[D1|[Al]|A2]]|C1|C2
Block4[A1|A2||B1|{B2|[D2|D1]|]|C2|ClI

Figur 20. Exempel pé en ”Split plot design” baserad pé forsoket i figur 19, men utdkad med tva sorters ograsmedel (1 och 2).
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De ANOVA-modeller som skall anvéndas for de tvé ovanstdende forsdksuppstéllningarna dr vél
beskrivna i en méangd statistikbocker. Utover de tre forséksuppstéllningar som presenterats hir finns
flera andra, mer eller mindre intrikata, forsdksuppstillningar. For dessa hénvisas till 1arobocker i
statistik. Ndgra gemensamma ndmnare ar att man méaste halla reda pé vilka faktorer som é&r fixa och
vilka som éar stokastiska, och om man ska ha med interaktionen i ANOVA-modellen.

Kovariansanalys - ANCOVA

Ovan beskrivs olika sitt att ta hansyn till bakgrundsvariation genom att inkludera den som en faktor i
en ANOVA-modell. Det finns dock ytterligare sétt att 16sa problemet, som dessutom ger ett starkare
test eftersom man tillfér mer information. Istéllet for att 14ta variationen inga som en faktor som i figur
19, kan man helt enkelt méta markkvéve innan experimentet startar. Sedan kan man inkludera denna
information nir man analyserar data. Det statistiska test man anvénder i detta fall kallas ANCOVA,
vilket &r en akronym for ”ANalysis of COV Ariance”. Denna statistiska teknik dr en kombination av
variansanalys (ANOVA) och regression. Forklaringsvariablerna ar dels faktorer som i en
variansanalys och dels en kontinuerlig variabel pa intervall- eller kvotskalnivan, som pa engelska
kallas ”covariable”. Utdver detta har man i vanlig ordning en responsvariabel, d.v.s. det objekt man
g0r sina métningar pa.

Om man utfér en ANCOVA pé exemplet i figur 19 kommer godselmedel att vara faktor, markkvave
att vara ’co-variabel” och skord vara responsvariabel. [ tabell 21 presenteras resultatet av en
ANCOVA pé samma data som i tabell 20, men med faktiska markkvévehalter medtagna som en co-
faktor. Precis som i tabell 20a far man en signifikant effekt av de olika gédselmedlen nér man tar
hénsyn till variationen i markkvive.

Tabell 21. Resultat av en ANCOVA pé samma data som i tabell 20.

Source DF |Sum of Squares |Mean Square |F-Value |P-Value
Godsel 3 403 134 21,8 <0,0001
Kvave 1 493 493 80,0 <0,0001
Residual 11 67,9 6,17

De flesta statistikprogram har ingen speciell modul for ANCOVA, istéllet anvinder man ANOVA-
funktionen och anger sin kontinuerliga co-faktor som en av faktorerna (de oberoende variablerna) i
modellen.
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Korrelation och regression

Hittills har alla beskrivna tester handlat om olika sétt att berikna om métvarden skiljer sig frén
varandra. Nu ska vi istéllet berora statistiska tekniker som man anvander for att beskriva samband
mellan variabler.

Korrelation

Om det finns ett samband mellan tva kontinuerliga variabler kan man beskriva detta samband med
hjélp av en korrelationsanalys. En forutséttning &r dock att man kan ordna observationerna i par.
Ytterligare en forutsittning ér att sambandet dr linjért (tabell 22). I en korrelation berdknar man ett
virde som sdger hur starkt ett samband mellan tva variabler dr. Man tar inte hénsyn till vad som ar X
och Y, d.v.s. om det finns en beroende och en oberoende variabel. Oftast géar det inte att siga vad som
ar den beroende och den oberoende variabeln, t.ex. som i exemplet i tabell 23. P4 grund av detta sdger
en korrelation inget om orsak och verkan, eller om det finns ett funktionellt samband mellan
variablerna. Det kan mycket vél vara sa att det finns orsakssamband, men en korrelation ger ingen
information om detta. I tabell 22 finns nagra exempel pa samband. Som synes finns det bade positiva
och negativa korrelationer.

Tabell 22. Exempel p& ndgra samband och tolkningen av dessa i en korrelationsanalys.

VA N P - P

Beskrivning av | Perfekt Perfekt Starkt Starkt Inget Icke-linjart
relationen: positivt negativt positivt negativt samband samband
samband samband samband samband
Exempel par: | 1,0 -1,0 0,75 -0,75 0 Korrelation
ej lamplig

Beroende pa vilka data man har anvénder man olika varianter av korrelationstester. Vid
(approximativt) normalfordelade data anvinder man Pearsons produkt-momentkorrelation. Om
bada variablerna ar av ordinalskaletyp eller om data inte dr normalfordelade anvands istillet
Spearmans, eller Kendalls rangkorrelation.

Idéerna bakom korrelation bygger pa att jamfora varje observation med medelvérdet. I tabell 23 visas
data for fem par observationer och hur varje observation avviker fran gruppmedel virdet. Vi kallar
observationerna A och B. Om en observation har hoga vérden i bade A och B blir produkten av
avvikelsen fran respektive medelvirde hog och positiv, som t.ex. for observation 3. Detsamma géller
om bade A och B i ett par dr laga, som for observation 5. Generellt géller att om man har data dir hoga
virden i en variabel oftast hianger ihop med hdga virden i den andra variabeln och ldga viarden hanger
ihop med laga varden, kommer summan av produkterna vara hog och positiv.

Tabell 23. Exempel pa berdkningar i en korrelation. Till hdger en illustration av data i exemplet.

Obs. nr. A B A-A B-B  Produkt 27
1 4 23 014 0.6 0,084 25
2 32 21 07 1.4 092 g o3
3 5 26 1,14 3.6 4,10
4 4.1 2 024 -04 20,096 21
5 3 20 09 2,4 2,06 %5 3% a5 55
Medel: 3,86 224 Summa: 7,08 A

Om hoga virden i en variabel genomgéende hinger ihop med l4ga vérden i den andra variabeln blir
summan av produkterna ocksé hég, men i detta fall negativ. Om det inte finns ndgon genomgéende
trend far man ibland positiva och ibland negativa avvikelser fran medelvirdet. Detta gor att summan
av alla produkter kommer att bli néra noll.
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Kovarians

I beskrivningen korrelation bryter vi hér in med en beskrivning av ett niarbeslidktat begrepp; kovarians.
Detta gor vi for att kovariansen ingar som en del i berdkningen av korrelation.

Summan av alla produkter i tabell 23 (7,08) beror av antalet observationer. Ju fler observationer desto
hogre blir summan. For att kunna jdmfora olika undersékningar méste man déarfor dividera summan
med antalet frihetsgrader vilket dr n-1. Denna division ger en slags medelavvikelse, och resultatet &r
kovariansen. I exemplet i tabell 23 blir kovariansen 7,08/(5-1) = 1,77. Eftersom man inte tagit hdnsyn
till skillnader i variablernas varians &r kovarians (som namnet antyder) ett matt pa hur tva variabler
varierar tillsammans.

Genom berdkningen av kovarians har man kommit runt problemet med att A och B har olika
medelvirden. Daremot har man inte tagit hansyn till skillnader i de olika gruppernas varians. Detta gor
att man inte kan anvénda kovarians om man vill berdkna samvariationen hos tva variabler som ar
mitta i olika enheter. Ett exempel kan vara sambandet mellan pH och deposition. pH &r enhetslost
medan deposition méts i t.ex. kg/hektar/ar. I dessa fall anvinder man korrelation for att beskriva
sambandet.

Korrelation - fortsattning

For att komma fran kovarians till korrelation dividerar man kovariansen med de bada gruppernas
standardavvikelse. Genom denna berikning erhaller man korrelationskoefficienten, r, for de bada
grupperna. Vi far:

Kovariansag

T, = .
AB Standardavvikelse 4 X Standardavvikelseg

I exemplet ovan ar standardavvikelsen 0,779 respektive 2,30 for grupp A och B. Om vi sétter in dessa
siffror i formeln ovan fa vi:

1,77
rg = ——— = 0,96.
AB ™ 0 799x2,30 ’

Genom division med standardavvikelsen blir korrelationskoefficienten standardiserad. Detta gor att en
korrelationsanalys dr oberoende av viken skala grupperna har. Det dr matematiskt helt korrekt att t.ex.
jamfora en stricka mitt i millimeter med en koncentration métt i mol/l, om man har sddana data. Om
denna jamforelse dven har nagon funktionell betydelse far man dock inte svar pé i en
korrelationsanalys. En korrelation ger bara sambandet mellan tva uppséttningar av siffror.

En naturlig fraga efter att man berdknat kovarians och korrelation &r vad de tva framridknade siffrorna

betyder. Som redan visats i tabell 22 kan korrelationskoefficienten variera mellan +1 och -1. Vad som
ar ett starkt samband beror vildigt mycket pa vad det dr for data man undersdker. Biologiska data har

ofta en stor naturlig varians. Detta gor att man fér ldgre r-virden dn nér man berdknar samband mellan
variabler med en 1ag varians. De flesta datorprogram ger tillsammans med r-vérdet 4ven P-vérden for

korrelationer och detta ar givetvis en stor hjalp ndr man ska tolka sitt r-vérde.

Som beskrivits tidigare ir ett P-virde ett matt pa hur sdker man kan vara att forkasta eller behalla en
nollhypotes. I en korrelation séger nollhypotesen att det inte finns nadgot samband mellan variablerna.
Mothypotesen séger att det finns en sa pass stark korrelation att den inte kan forklaras som ett resultat
av slumpen.

I exemplet i tabell 23 &r P-vérdet 0,005. Detta indikerar att det &r en ytterst lag sannolikhet att fem par
slumpmassigt dragna vérden skulle vara lika starkt korrelerade som de virden man observerat. Dock
géller som i tidigare avsnitt att om man har stora dataset kan man fa signifikanta resultat som ar sa smé
att de inte har nagon praktisk betydelse. Oftast d&r man ute efter ett P-varde ldagre dn 0,05. Om man far
det kan man forkasta nollhypotesen. Men, om bade r- och P-virdet ar lagre dn 0,05 (vilket kan
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intrdffa) bor man noga 6vervidga om man har en korelation vird namnet. I tabell 24 finns en guide hur
man ungefarligen kan tolka vérdet pa r (efter Fowler m. fl. (1998)).

Tabell 24. Ungefirlig tolkning av styrkan pé en korrelationskoefficient.

Korrelationskoefficient,r  Styrka

0 till 0,19 Mycket svag
0,20 till 0,39 Svag

0,40 till 0,69 Mattlig

0,70 till 0,89 Stark

0,90 till 1 Mycket stark

Icke-parametriska korrelationstester

I de fall man har data som inte uppfyller kraven for parametriska tester finns flera icke-parametriska
alternativ. Vanligast &r Spearmans rangkorrelation, rs, men Kendalls t (tao) ar ocksa vanligt
forekommande. Bada grundar sig i att man rangordnar de observerade viardena. I Spearmans test
behandlas rangtalen som métvarden pa intervallskalan, medan Kendalls t tar hdnsyn till att rangtalen
ar just rangtal. Det finns teoretiska beskrivningar av nér den ena eller andra ska anvéndas, men i detta
kompendium stannar vi med att sdga att bada kan anvéndas da man har icke-parametriska data.

Skillnader mellan olika r

Slutligen &r det dags att papeka att de tre metoder for att berdkna korrelation som presenterats i detta
avsnitt inte gar att jamfora! I exemplet i tabell 23 4r Spearmans r = 0,90 och Kendalls T = 0,80, medan
Pearsons r = 0,96. Foljaktligen indikerar en korrelationskoefficient pa t.ex. 0,8 olika starka samband
beroende pa vilket test som anvénds. Déarfor méste man alltid ange vilket test man anvént for att
beréikna en korrelation.

Partiell korrelation

Partiell korrelation anvidnds nir man vill studera sambandet mellan tvé variabler som i sin tur paverkas
av andra variabler. Ett konstruerat och nagot orealistiskt men illustrativt exempel far belysa denna
metod. Antag att man trénar faltpersonal att utfora standardiserade provtagningar. Mot slutet av
utbildningen har man ett skriftligt prov och ett praktiskt prov. Man kan da ténka sig att det kommer att
finnas ett positivt samband mellan resultaten i de bada proven. De som far hdga resultat i det praktiska
provet borde ocksé ha hdga resultat i det teoretiska, och tvirt om. Detta testar man genom en enkel
korrelationsanalys enligt ovan.

Nu kan det dock vara sé att féltpersonalen skiljer sig vad géller 1asformaga. Nagra kan vara véldigt
duktiga i filt men ha ett 1ashandikapp. Om detta &r fallet skulle korrelationsanalysen ovan vara en
direkt felaktig metod eftersom nagra personer kommer att fa ldga poing pé den teoretiska delen enbart
p.g.a. sitt handikapp. For att testa sambandet mellan resultaten i de bada proven skulle man séledes
behova ta hinsyn till 1dsformaga. Detta kan man gora med hjélp av en s.k. partiell korrelation. En
forutséttning i detta exempel dr dock att man har tillgang till resultaten frén ett lasforstaelseprov.

I en partiell korrelation testar man sambandet mellan tva variabler medan man tar bort effekten av en
eller flera andra variabler. I figur 21a illustreras sambandet mellan resultatet i ett praktiskt och ett
teoretiskt prov for tio kursdeltagare. Som synes avviker tva deltagares resultat kraftigt fran den 6vriga
gruppens (dessa tva dr markerade med cirklar). Korrelationen mellan resultaten fran det teoretiska och
det praktiska provet &r 1ag och ickesignifikant (r = -0,37; P =0,31). Om man istéllet utfor en partiell
korrelation med resultaten fran ett 1asforstaelseprov (figur 21b) som s.k. kofaktor blir korrelationen
mellan teoretiskt och praktiskt istdllet 0,73. Genom detta férfarande har man tagit bort effekten av
skillnader i ldsforméga och pa sé sétt fatt ett mer korrekt matt pa korrelationen mellan resultaten i det
praktiska och teoretiska provet.
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Figur 21. a) Samband mellan resultat i ett teoretiskt och ett praktiskt prov i samma dmne.
b) resultat i ett lasforstaelsetest. Tva studenter har starkt avvikande resultat och dessa dr markerade med cirklar.

Forutsattningar

For alla typer av korrelationsanalyser finns nagra gemensamma forutsattningar:

1) Sambandet maste vara linjart.

2) Alla prover méste komma fran samma population. Om man t.ex. jamfor ett akvatisk
bottenfaunaindex med pH i vattendrag kan man inte blanda bade fororenade och rena vattendrag i
samma korrelation.

2) Proverna maste vara oberoende i den bemérkelsen att A inte far vara en del av B. Om man t.ex.
jamfor antal arter per provyta som en otrdnad kartor hittar med antalet arter en erfaren kartor hittar
ingér det antal arter som den oerfarna kartoren hittade i antalet fran den erfarna. I detta fall &r A och
B inte oberoende.

3) Man ska inte kunna avgora vad som &r beroende och oberoende variabel. Om man fixa nivaer pa X-
variabeln (t.ex. koncentration, tid eller dos) dr denna en oberoende variabel. I detta fall ska man
istdllet anvénda regression.

4) Bada variablerna méste vara normalfordelade for att man ska kunna gora en Pearson-korrelation. I
annat fall gér man en Spearman- eller Kendall-korrelation.

Linjar Regression

I en regression testar man sambandet mellan variabler som har ett funktionellt samband. Det giller
t.ex. for sambandet mellan alder och vikt eller mellan grad av miljépaverkan och bottenfaunaindex. I
bada dessa exempel finns en beroende och en oberoende variabel. I det forsta exemplet &r alder
oberoende eftersom vikt inte paverkar alder men alder kan paverka vikt. I det andra exemplet ar
miljopaverkan den oberoende variabeln eftersom det dr bottenfauna indexet som péverkas av miljon.
Miljon kan didremot inte paverkas av indexet.

Regressionsanalys ér vildigt néra slikt med variansanalys. Resultaten frén en regression presenteras
darfor oftast i en s.k. ANOVA-tabell nar datorprogram gor berdkningarna. I figur 22 illustreras de
avstand som anvénds for berdkning av SSg,; och SS;, som bada ingér i ANOVA-tabellen for en
regression. Om man studerar teorin bankom ANOVA (se ANOV A-avsnittet) miarker man att ANOVA
ar en form av regressionsanalys.

Namnet ”linjér regression” antyder maste det finnas ett linjért samband mellan de variabler som
studeras. I detta sammanhang betyder linjir att de olika variablerna i regressionsekvationen &r
adderade och inte, som man kan tro, att det ror sig om en rét linje. | ménga fall beskriver en linjar
regression en kurva. Om sambandet &r inte &r linjért, dv.s. termerna &r multiplicerade etc. finns flera
andra metoder och dessa berdrs senare i detta avsnitt och i nésta avsnitt.

Grunden 1 linjér regression dr att man drar en linje genom den svérm av punkter man far nar man
prickar in sina data i ett diagram. Lutningen pa denna linje ska vara sadan att linjen &r sa néra varje
punkt som mojligt. Pa detta sétt visar linjen ett medelsamband mellan de bada variablerna. For att dra
linjen pa detta sitt anvinder man den s.k. minsta kvadratmetoden som vi trédffade pé i beskrivningen
av ANOVA ovan. Men, i detta fall 4r det avstdndet mellan de observerade virdena och
regressionslinjen som ingér i berdkningarna, och inte avstandet mellan observerade viarden och
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medelvirdet som i ANOVA (figur 22a). Om lutningen pa regressionslinjen &r korrekt kommer
summan av SSZ,,., SSZ,,5, SS2,,.3 och SS2,,., i figur 22a vara den ligsta majliga. Alla andra lutningar
pa regressionslinjen kommer att ge en hogre summa.

a) b) <)

S8

~ | B
b
% e 1] 8
a Em2

0 1 2
X

Em3

Figur 22. Illustration av de olika kvadratsummorna i en enkel linjér regressionsanalys a) Avstdnden mellan regressionslinjen
och varje enskild observation (SSg,), b) avstdnden mellan medelvirdet av alla Y och regressionslinjen (SSg.,), ¢) totala
kvadratsumman (SSt,) som baseras pé avstandet mellan medelvirdet av alla Y och de enskilda observationerna. I a)
illustreras dven regressionskoefficienterna a och b. OBS! For att gora de olika avstinden i a) och b) tydliga &r
regressionslinjen ej korrekt atergiven i detta exempel!

Matematiken bakom metoden for att berdkna lutningen pé regressionslinjen ér ganska omfattande.
Darfor nojer vi oss med att presentera den fardiga regressionsekvationen. En regressionslinje beskrivs
med foljande ekvation:

Y=a+bxX,

dar a och b ar s k. regressionskoefficienter. a beskriver virdet pa responsvariabeln, Y, ndr X = 0, och
b beskriver linjens lutning, d.v.s. den fordndring i y-led som motsvaras av 1 enhets fordndring i x-led
(figur 22a).

Nir man erhéllit virden pa a och b i ekvationen har man en ekvation som beskriver sambandet mellan
X och Y i det stickprov man har till sitt forfogande.

Eftersom man utfor regressionsanalysen pa ett stickprov beskriver inte regressionsekvationen det
samband som géller for hela den studerade populationen, utan endast sambandet for stickprovet. Om
man upprepar ett forsok ett stort antal gdnger kommer man for varje upprepning att fa nya y-virden
for de faststdllda x-virdena. Efter odndligt manga (tdnkta) upprepningar kommer man att fa en hel
population av y-vérden for varje x-virde (figur 23). D4 en av forutséttningarna for regresion ar att
varje y-population méste vara normalfordelad dr det storst sannolikhet att fa ett y-virde néra
populationens medelvérde.

0o 1 2 3 X

Figur 23. Illustration av hur varje faststéllt x-vérde, motsvaras av en teoretisk population av y-virden.

En regressionsanalys &r i grunden en hypotesprovning. Den nollhypotes som provas ar:
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Hy: Lutningen pa regressionslinjen dr inte signifikant skild 0 (d.v.s. ett vagrétt streck).

Mothypotesen ar foljaktligen:
H;: Lutningen pa regressionslinjen ar signifikant skild fran 0.

Nér man provar nollhypotesen utnyttjar man den teoretiska normalférdelningen kring varje y-virde
(figur 23). Datorprogrammen ger direkt P-vérdet for en regression utifrdn detta varde kan man vélja att
behalla eller forkasta nollhypotesen.

Om man kan konstatera att lutningen, d.v.s. b i regressionsekvationen, &r skild fran 0 kan man genom
den s.k. determinationskoefficienten, r?, fa reda pa hur mycket av variationen i y-variabeln som kan
forklaras av variationen i x-variabeln. Ju hdgre virde r* har desto starkare 4r sambandet mellan X och
Y. Determinationskoefficienten beriknas som 1 minus férhallandet mellan kvadratsumman for
regressionslinjen (SSg;;) och totala kvadratsumman (SSt,) enligt:

P2 =1 — S

SSTot
For att fa ett hogt virde pa r* méste kvoten i ekvationen vara liten, d.v.s. avstanden i figur 22a maste
vara mycket kortare dn avstinden i figur 22c. Om man har ett svagt samband kommer avstinden i 22a
och 22c¢ vara nista lika stora och ddrmed kommer kvoten bli nira 1, vilket leder till att r* blir lagt.

Konfidensintervall

Precis som for ett enda medelvérde kan man konstruera konfidensintervall for hela regressionen.
Dessa intervall grundar sig pa de teoretiska y-populationerna som illustreras i figur 23. Manga
datorprogram har rutiner for att presentera tva olika konfidensintervall (figur 24). Det ena presenterar
ett intervall som vid a = 0,05 innefattar 95% av all lutningar som regressionslinjen kommer att fa vid
odndligt manga (tdnkta) upprepningar av experimentet.

Det andra intervallet dr for de enskilda y-vérdena och anvénds vid prediktioner, (skattningar) av Y fran
X, och kallas dérfor ofta for prediktionsintervall. Vid o = 0,05 kommer detta intervall att omfatta 95%
av alla y-viarden som motsvarar ett visst x-virde, d.v.s. storre delen av den fordelning som illustreras i
figur 22. Detta intervall anviands da man vill veta hur stor spridningen ar kring den respons (d.v.s. y-
virdet) som regressionen ger for ett visst x-vérde.

Det finns ménga synonyma namn pé de konfidensintervall som beskrivits ovan. Konfidensintervall for
regressionslinjen kallas bl.a.: “confidence interval of the regression line”, ”confidence bands for
slope” eller "confidence curves fit”. Prediktionsintervall for enskilda skattningar kallas bl.a.:
”confidence of the prediction interval”, confidence bands for mean” eller ”confidence curves

individual”
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Figur 24. Illustration av konfidensintervall (CI) for regressionslinjen och for de enskilda datapunkterna. Medelrespons och
95%-igt konfidensintervall for x = 3,5 &r markerat.




49

Residualanalys

En av forutsittningarna for att de ekvationer som anvénds i regressioner ska ge korrekta vérden &r att
variansen hos y-véardena ér lika stor for alla x-vérden. I avsnittet om datatransformation illustrerades
hur variansen hos Y kan vara olika ldngs x-axeln (figur 6). Detta kallas heteroscedasticitet. Redan i 6a
kan man se att spridningen dkar med 6kande vérden pa X. For att illustrera detta tydligare brukar man
gora ett s.k. residualdiagram (figur 6b). Residual ar avstandet mellan regressionslinjen och de
uppmidtta viardena, d.v.s. d; i figur 22a. T ett residualdiagram har man de Y-virden som
regressionsekvationen ger pa X-axeln och de residualerna (d; i fig 22) pa Y axeln. Om punkterna i
detta diagram uppvisar ett monster, oftast i form at en strut (figur 6b, 25b,c), kan man inte gdra en
linldr regression. Visserligen gar det att lata en dator rikna, men resultatet kommer att vara felaktigt!
For att en regression ska vara korrekt krévs att residualerna dr slumpmaissigt fordelade léngs hela x-
axeln, som i figur 25a!
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Figur 25. Exempel pé residualdiagram. a) homoscedastiska data, b och c) heteroscadastiska data, d) data som inte passar for
linjér regression.

Det finns dock flera sitt att komma runt problemet med heteroscedasticitet. Det enklaste sittet ar att
transformera sina data som i exemplet i figur 6.

En titt pa residualerna kan &ven ge annan information. Om residualerna visar en kurva, som i figur
25d, har man icke-linjira data. Om sa é&r fallet ar det felaktigt att forsoka anpassa en rét linjes ekvation
till ett samband som inte &r ratlinjigt. Det finns dock flera sétt att anpassa kurvor till observerade
samband. Antingen kan man anvénda polynomial regression eller icke-linjar regression. Bédda dessa
metoder gis igenom senare.

Forutsattningar

For att en linjér regression enligt minsta kvadratmetoden ska vara giltig méste ett antal krav vara
uppfyllda:

1. Det méste finnas ett linjart samband mellan en beroende y-variabel och en oberoende x-variabel.
Detta samband maste vara ett s.k. orsakssamband, eller ett funktionellt samband.

2. For varje enskilt x-vérde finns en teoretisk population av y-virden. Dessa populationer méste vara

normalfordelade (figur 23).

Variansen maste vara lika stor hos alla y-populationer, s.k. homoscedasticitet.

X och Y maste vara oberoende i den meningen att X inte far ingdi Y.

5. X-variabeln far inte vara en stokastisk variabel, utan ska vara en kontrollerad variabel med
faststillda nivaer. Detta krav dr oftast inte uppfyllt, men for att fa gora en regression racker det
med att veta att osdkerheten i mitningen av X-vérdena ér liten i forhallande till variationen hos Y-
vérdena.

halh s

Fixa, stokastiska och blandade modeller

Om inget av kraven i punkt 5 ovan ar uppfyllda far man inte anvinda minsta kvadratmetoden for att
berdkna virdet pa regressionskoefficienterna! I detta avsnitt kommer vi att gd genom en metod for att
anda kunna utfora en regression.

Rubriken till detta avsnitt &r densamma som rubriken till ett avsnitt i ANOV A-avdelningen. Denna
upprepning kommer sig av den néra relationen mellan ANOVA och regression, och att man i bada
teknikerna maste hélla reda p4 om man har fixa eller stokastiska variabler.
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En av forutsittningarna for regression enligt minsta kvadratmetoden ar att X-vérdena &r fixa, d.v.s.
faststillda innan ett experiment startar (se punkt 5 under forutséttningen for regression). Denna
forutsédttning innebér bl.a. att man inte har nagon slumpméssig variation hos de olika X-vdrdena i olika
replikat eller i (tdnkta) upprepningar av ett och samma experiment. Detta illustreras bl.a. i figur 23 dér
all variation finns i langs Y-axeln. X blir pé detta sitt en fix variabel och Y en stokastisk. Detta ar
samma typ av modell som i en Modell [II-ANOVA (jfr. tabell 15).

Inom ménga biologiska vetenskaper och speciellt inom miljéovervakningen &ar det dock ofta sa att X-
variabeln inte har faststéllda nivaer. Ett exempel dr sambandet mellan miljépaverkan och antal taxa av
bottenfauna i olika vattendrag. I detta exempel dr miljopaverkan utan tvekan en oberoende (X) och
antal taxa en beroende (Y) variabel. Man har dock inte férutbestimda nivéer pa X-variabeln som man
skulle kunna ha i ett laboratorieexperiment. Istidllet fair man de X-vérden, liksom Y-virden, som
observeras i naturen. Detta leder till att det finns slumpmaéssig variation hos bade X och Y! Man har
saledes tva stokastiska variabler precis som i en Modell [I-ANOVA.

Om man har denna typ av data och variationen &r stor hos bdde X och Y, kan man inte anvdnda minsta
kvadratmetoden for att berdkna vérdet pa regressionskoefficienterna. Istéllet & man tvungen att
anvinda ekvationer for s.k. Modell II-regression! Det finns flera metoder for Modell II-regression och
hir kommer vi att gé igenom den enklaste.

Lutningen hos regressionslinjen (hér b’ for att indikera att det inte &r samma lutning som b berdknad
enligt minsta kvadratmetoden) berdknas enligt:

standardavvikelsen for y

bl

+

standardavvikelsen for x

Tecknet + betyder att man sjilv méste avgora om lutningen ar positiv eller negativ. Kvoten mellan
standardavvikelserna kommer alltid att vara positiv eftersom standardavvikelsen per definition alltid r
positiv. Standardavvikelsen berdknas for alla varden i respektive stickprov, formeln for detta finns
tidigare i detta kapitel.

Interceptet, a’ i regressionsekvationen, berdknas enligt:
a = —-b xx).

Efter att b’ och a’ &r berdknade fir man regressionsekvationen: Y =a’ + b’ x X, precis som vid minsta
kvadratmetoden.

Det gér inte att berdkna om b’, d.v.s. lutningen pa regressionslinjen, &r signifikant skild fran 0. Man
kan inte heller beréikna r* i denna typ av regression. Det dr ddremot korrekt att utfora en korrelation
mellan X och Y och pa sa sitt ta reda pa styrkan hos sambandet mellan X och Y.

Multipel regression

I de forra avsnittet behandlades regression mellan en oberoende och en beroende variabel. I detta
avsnitt kommer vi att g& igenom hur man rdknar om man har flera oberoende variabler som péverkar
en responsvariabel. Detta &r mer likt verkligheten &n att bara en oberoende variabel paverkar den
beroende variabeln.

Den modell (d.v.s. regressionsekvation) man anvinder ar starkt relaterad till modellen for enkel linjér
regression. Istéllet for en x-varibel ldgger man till det antal x man vill prova. Formeln blir da:

Y=a+b1><X1+b2><X2+b3><X3+...+bn><Xn,

dér a och b dr regressionskoefficienter.
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Ett exempel ar antalet taxa i bottenfauna i vattendrag som bl.a. beror av vattenkvaliteten vilken i sin
tur 4r en kombination av en méngd variabler. I ett forsok har man data pé det totala antalet taxa
bottenfauna fran 30 olika vattendrag. Fran varje provtagningsplats har man data p& pH, och
koncentrationerna av kalcium, magnesium och natrium. Man vill nu ta reda pé hur vattenkvalitet,
uttryckt 1 dessa kemivariabler, dr relaterat till antalet taxa i bottenfauna. Detta I6ser man med hjilp av
en multipel regression. Ekvationen som testas blir d:

Antal taxa =a + b; x pH + b, x Ca + by x Mg +b, x Na.

Eftersom detta dr en ekvation med fyra termer ar det omdjligt att rita
ett diagram, men matematiskt sett konstruerar man ett diagram med
fyra axlar och anpassar en linje genom den svidrm av punkter som data
ger upphov till, precis som i en enkel regression. Egentligen ar det
inte en linje utan ett s.k. plan som anpassas. Man kan ténka sig det
hela som att linjen blivit utdragen till en duk som formas sa att den
ligger sa nira varje punkt som mojligt.

Nér man utfort en multipel regression far man, precis som i en enkel regression, virden pa r, P och
regressionskoefficienterna (tabell 25). I exemplet blir r* = 0,35 och P =0,023. Detta gor att vi far
regressionsekvationen:

Antal taxa = 1767 - 222 x pH - 85,1 x Ca + 5408 x Mg - 1732 x Na.

Men, dven om 1* och P indikerar att man har en modell som ir signifikant (d.v.s. skild fran ett monster
som skulle uppkomma av enbart slumpen) kan det vara sa att ndgra ingaende X-variabler inte har
nagon inverkan pa Y. Detta kontrollerar man genom att titta pa P-virdena for
regressionskoefficienterna (b) for de enskilda X-vérdena (tabell 25).

Tabell 25. Regressionskoefficienter fran en multipel regression mellan antal taxa av bottenfauna och vattenkemi. Urklipp fran
ett datorprogram.

Term Estimate Std Error t Ratio P

Intercept 1766,51 1347,89 1,31 0,2019
pH -221,51 203,96 -1,09 0,2878
Ca mekv/I -85,05 129,36 -0,66 0,5169
Mg mekv/l 5408,48 1494,28 3,62 0,0013
Na mekv/l -1732,17 613,04 -2,83 0,0091

Dessa P-vérden &r resultaten av hypotesprovningar om huruvida varje enskild regressionskoefficient dr
skild frdn 0. Om regressionskoefficienten antar virdet 0 har den term som koefficienten géller for
ingen inverkan i regressionsekvationen, eftersom 0 ganger nagonting blir 0. Av sista kolumnen i tabell
25 framgar att regressionskoefficienten for badde pH och kalcium inte skiljer sig fran 0, eftersom deras
P-vérden dr hogre dn 0,05. pH och kalcium har dirfor inte ndgon inverkan pé antalet taxa av
bottenfauna i de vattendrag som undersokts. Diarmed kan dessa variabler uteslutas i modellen.

Vi har nu konstaterat att pH och kalcium inte hade ndgon inverkan pa antalet taxa, men vilken av de
andra tva variablerna har storst inverkan?

Detta far vi inte reda pa genom att se pa P-virdena. Dessa ger bara ett méatt pa sannolikheten att
regressionskoefficienten dr 0. Man kan inte heller se pa virdet pa regressionskoefficienterna, eftersom
dessa virden hinger samman med vilka enheter man har i de olika variablerna. Det finns dock ett sétt
att komma runt problemet med olika enheter: man standardiserar varje variabel sé att alla far medel 0
och standardavvikelsen 1. Detta &r en mycket vanlig standardisering och gér till si att man subtraherar
varje viarde med medelvérdet och dividerar denna differens med standardavvikelsen, formeln for detta
ar:
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xi—X
Xsta = std.av.(x)’

Detta upprepar man for varje X-variabel. Efter standardiseringen kan man aterigen utféra sin multipla
regression (tabell 26). Trots transformationen av data &r r* och P desamma som for originaldata.
Likasé dr P-virdena for regressionskoefficienterna desamma som tidigare. Daremot ar det andra
varden pé sjilva regressionskoefficienterna. Dessa kan man nu jamfora och den variabel som har det
hogsta absolutvirdet pé koefficienten har storst inverkan pa Y-variabeln, vilket i detta exempel &r
magnesium.

Tabell 26. Regressionskoefficienter fran samma multipla regression som i tabell 25, men hir med standardiserade variabler.

Term Estimate Std Error t Ratio Prob>[t|
Intercept 498,57 79,37 6,28 <,0001
std_pH -108,21 99,64 -1,09 0,2878
std_Ca -62,77 95,47 -0,66 0,5169
std_Mg 622,32 171,93 3,62 0,0013
std_Na -435,75 154,21 -2,83 0,0091

I detta exempel hade alla variabler utom pH samma enheter redan fran bérjan och dérfor far
magnesium det hogsta absolutvirdet pa regressionskoefficienten i bdda berékningarna.

Stegvis multipel regression

I avsnittet ovan presenterades ett sétt att ta reda pa vilka av flera X-variabler som har storst inverkan i
en multipel regression. Ett mer elegant sétt ar att anvanda stegvis multipel regression. I en sadan
regression provar man varje X-variabel for sig och i den slutgiltiga modellen finns bara de signifikanta
variablerna med. Det finns tva huvudtyper av stegvis regression: “’forward selection” och ’backward
elimination”.

I den forsta typen, “forward selection”, startar man med en modell utan X-variabler. I det forsta
steget inkluderas sedan den variabel som forklarar mest av variationen hos Y-variabeln. I steg tva
inkluderas den nist viktigaste variabeln o.s.v. Detta fortsitter tills det att alla variabler som uppfyller
de signifikanskrav man stillt har tagits med i modellen.

I en stegvis regression pa samma data som i exemplet med antal taxa hos bottenfauna och vattenkemi
inkuderades magnesium in som forsta variabel i modellen. Darefter f6ljde natrium och pH, medan
kalcium inte togs med (tabell 27). I kolumnen RSquare visas hur r* 6kar med antalet variabler i
modellen, fran 0,14 for bara magnesium till 0,34 med alla tre variablerna.

Tabell 27. Resultat av en stegvis regression med “forward selection” pa samma data som i tabell 25. Urklipp fran
datorprogram.

Step |Parameter |Action |"Sig Prob" Seq SS| RSquare| Mallows Cp| p
1 Mg mekv/l Entered 0,0443 998400 0,1367 7,3605| 2
2 Na mekv/I Entered 0,0207 1151689 0,2944 3,266 3
3 pH Entered 0,1827| 346514,4 0,3419 3,4323| 4

Den andra metoden, ”backward elimination”, startar med en modell med alla X-variabler. Dérefter
tar man bort en variabel i taget av de variabler som forklarar minst av variationen hos Y, forutsatt att
de bortplockade variablerna inte ar signifikanta enligt en fordefinierad niva.

I en stegvis regression med “backward elimination” for samma exempel som ovan plockades kalcium
bort i det forsta steget, och direfter pH (tabell 28). Den slutgiltiga modellen med denna teknik
innehaller sdledes bara tva variabler och r* dr 0,29.
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Tabell 28. Resultat av en stegvis regression med “backward elimination” pa samma data som i tabell 25. Urklipp fran
datorprogram.

Step |Parameter |Action "Sig Prob" Seq SS| RSquare| Mallows Cp| p

1 Ca mekv/| Removed 0,5169| 81683,99 0,3419 3,4323| 4

2 pH Removed 0,1827| 346514,4 0,2944 3,266/ 3

Som synes gav de olika metoderna olika modeller, en med tre variabler och en med tva. Skillnaden
ligger i att olika signifikansnivéer som valts for att plocka in variabler i ”forward selection” respektive
for att ta bort variabler i "backward elimination”. I detta exempel ser man att signifikansnivan for pH
dr sa hog som 0,18, sa den modell som erholls m.h.a. "backward elimination” dr formodligen mer
korrekt.

Ytterligare sitt att undersoka hur ménga variabler som ska tas med i en stegvis multipel regression &r
att i “forward selection” se till Mallows Cp (kolumn 7 i tabell 27). Detta viarde ges automatiskt i
manga datorprogram. For att f4 en korrekt modell rekommenderas att Mallows Cp ska vara i ungefar
lika med det antal parametrar (a och b,) man tar med i modellen, vilket ges av p i tabell 27. T detta
exempel dr Cp-virdet for tre parametrar 3,2 vilket dr den bésta 6verensstimmelsen mellan Cp och p.
Enligt Mallows Cp bor man saledes vélja modelen med tva variabler (p dr da 3 eftersom interceptet

ingar i p).

Multikollinearitet

Om man tar med ménga oberoende variabler i en multipel regression finns det en stor risk att flera av
dem é&r korrelerade och dirigenom sédger ndstan samma sak. Om man inte 4r medveten om detta
kommer det att stilla till problem nir man forsoker tolka resultaten fran en multipel regression.

I exemplet ovan fanns pH och kalcium med som forklaringsvariabler. Normalt dr dessa tva variabler &r
starkt korrelerade, men detta var inte fallet i detta exempel. Daremot var magnesium och natrium
starkt korrelerade (tabell 29).

Tabell 29. Korrelationer mellan de olika oberoende variablerna i exemplet i tabell 25.

pH |Ca |Mg [Na

pH 1

Ca | 047 1

Mg| 0,44| 0,41 1

Na | 0,22| 0,24] 0,83] 1

Om man stoppar in korrelerade X-variabler (som alla har en signifikant inverkan pa Y var for sig) i en
multipel regression kommer resultaten visa att en eller nagra av de korrelerade X-variablerna ar
signifikant korrelerad med Y medan de &vriga kommer att framstd som helt okorrelerade med Y.

For att gora en extra tydlig illustration av detta ldgger vi till en konstruerad variabel till analysen som
presenterades i tabell 26. Vi kallar den nya variabeln Mg_korr, dér ’korr” star for att variabeln ar
mycket starkt korrelerad (r = 0,93) till magnesium (som var den viktigaste variabeln i modellen).

Vad som nu hidnder i en ny multipel regression &r att natrium faller ut som den enda signifikanta
variabeln (tabell 30). Regressionskoefficienterna for Mg och Mg_korr &r nu inte signifikant skilda frén
0. Om vi inte visste att Na, Mg och Mg _korr alla dr starkt korrelerade skulle vi fran tabell 30 tro att det
endast var natrium som hade niagon inverkan pa antalet taxa av bottenfauna. Det dr darfor viktigt att
gora korrelationsanalyser for alla par av oberoende variabler innan man gor en multipel regression.
Om man hittar korrelerade X-variabler tar man bara med en av dem i regressionen. Vilken variabel
som tas med beror av fragestillningen och korrelationen med Y. P4 detta sétt far man en starkare
modell.

Ytterligare ett sitt att kontrollera om X-variablerna dr korrelerade r att se till ”variance inflation
factor, VIF”. Ju hogre VIF-varden desto storre sannolikhet att variabler dr korrelerade och att de
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ddarmed kan eller bor tas bort fran analysen. I exemplet 4r VIF nistan en tiopotens hogre for Mg och
Mg korr &n for pH och Ca. Av detta bor man dra slutsatsen att magnesiumvariablerna ar korrelerade.
De flesta datorprogram har rutiner for att berdkna och presentera VIF.

Tabell 30. Regressionskoefficienter fran samma multipla regression som i tabell 26, men med ytterligare en variabel som ar
starkt korrelerad till magnesium.

Term Estimate Std Error| t Ratio Prob>|t|]|] VIF
Intercept 498,57 80,22 6,22 <,0001 -
std_pH -111,20 100,80 -1,10 0,2809 1,53
std Ca -44,16 100,23 -0,44 0,6635 1,51
std_Mg_korr 169,97 247,54 0,69 0,4989| 9,21
std_Mg 477,38 273,43 1,75 0,0936 11,2
std Na -460,11 159,86 -2,88 0,0083| 3,84

Att jamfora olika regressioner

Lutningen pa regressionslinjen

Ibland vill man veta om lutningen pé regressionslinjen i en regression skiljer sig fran lutningen pé
regressionslinjen i en annan regression. Det kan t.ex. rora sig om samband mellan alder och vikt hos

en organism i paverkade och opéverkade sjoar (figur 26).
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Figur 26. Samband mellan alder och vikt hos en organism i paverkade respektive opaverkade sjdar.

Vid ett sddant test stéller man upp nollhypotesen:

Ho: Lutningen dr densamma for de bada regressionslinjerna, b, = by,

For att berdkna detta behovs foljande:

Forklaring Opaverkat Paverkat
X Summan av alla X-vérden i kvadrat 1540 1540
> Xy Summan av alla x x y 2535,6 1173.3
Yy? Summan av alla Y-vérden i kvadrat 4340,6 897,28
Medel avx  Aritmetiskt medelvirde av alla x 9,99 4,25
. Determinationskoefficienten 0,99 0,98
a Interceptet 4,35 0,26
b lutningen 1,02 0,72

SS -y 2 (xy )’
resid - y > 165,7 3,32

¥ X

Resid DF Antal par - 2 38 38

Vidare behovs standardavvikelsen for skillnaden i lutning, som berdknas enligt:
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Sb _ S}Zz.x S%-X dir 52 — (SSresid)at(SSresid)b
a-bp X x?)q Ex?)yp’ VX (DFresia)at(DFresia)b

Nér man erhallit virden pa alla ovanstdende komponenter kan man berékna ett t-varde for

nollhypotesen enligt:
ba—bp
t=—"
Sbq-by,

Diérefter kan man ga in i en tabell och avlésa signifikansnivan vid a och (n; + n, - 4) frihetsgrader.

I exemplet far vi:

165,7 + 3,32 222 2,22 1,02 — 0,72
=222 Sy, = =0,0540cht = ——— =558

2 +
1540 ' 1540 0,054

Sé ., =
VX 38 + 38

Via en t-tabell far fram vi att nollhypotesen ska forkastas om vérdet pa t 6verstiger 1,992 (o = 0,05, df
=76). Vi kan séledes forkasta nollhypotesen och konstatera att lutningen pa de bada
regressionslinjerna i figur 26 skiljer sig signifikant.

Interceptet
Om vi har forkastat nollhypotesen kan vi anta att vi har samlat tvé olika populationer. Om vi déremot

inte hittade nigon skillnad i lutning kan det vara idé¢ att undersdka om interceptet, a i
regressionsekvationen, skiljer sig mellan linjerna. D.v.s.:

Hy: interceptet for population a dr detsamma som interceptet for population b, a, = a,
Aterigen kan man berikna ett t-virde for att prova nollhypotesen. Detta gér man enligt:
(ag—ap)—bapxXa—Xp)

— = \2
o2 [ Lyt Ka=Xp)"
JY'XX<na np (Zxﬁ+2x%)

dér by, 4r en gemensam lutningskoefficient for a och b som beréknas enligt:

t =

9

b =(ny)a+(2xy)b
ab T (3x2)a+(Zx2)p

Observera att denna berdkning endast &r tillaiten om man behéllit nollhypotesen att lutningarna ar lika,
fran f6rra avsnittet. For att illustrera det hela dndrar vi o i1 det forra avsnittet till 0,01. I och med detta
ar blir det kritiska vardet pa t hogre dn det berdknade och vi kan behélla nollhypotesen. Vi kan nu testa
om interceptet skiljer sig:

2535,6 + 1173,3 ,_ (435 -0261) — 1,20 x (9,99 — 4,25)
ab = = ) ) = —_ )
1540 + 1540 1 1 = (9,99 —4,25)2
\/2'25 X (E +20 T (1540 ¥ 1540))

Absolutvirdet av detta t-virde jamfors sedan med t-vérden i en t-tabell vid (n; + N, - 3) frihetsgrader.
Vi kan konstatera att varat t-virde pa 7,57 ér 1dngt 6ver det kritiska virdet for o = 0,0001. Intercepten
skiljer sig saledes signifikant!

Det finns dven tester for att jamfora fler ar tva lutningar eller intercept, men i detta kompendium géar vi
inte in ndrmare pé detta utan hinvisar till en 1arobok i &mnet., t.ex. Sokal & Rohlf (1995).
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Icke-linjara samband

Hittills har vi behandlat metoder som kréver ett linjart samband mellan X och Y, men hur gér man nir
sambandet inte dr linjart? Eftersom det inte 4r ovanligt med samband som inte &r linjdra har statistiker
naturligtvis utarbetat flera sitt att 16sa 4ven denna typ av problem. De vanligaste &r:

* polynomial regression,
» transformation av data sa de blir linjéra
* icke-linjir regression.

Polynomial regression

Grunden i en polynomial regression dr samma ekvation som i multipel linjér regression, men de olika
X-variablerna i den multipla regressionen &r ersatta av polynom av den forsta X-variabeln, enligt:

Y=a+b xX+by,xX2+byx X+ ... +b, x X"

Med polynom menas séledes den studerade X-variabeln upphojd till ndgon faktor (2 och 3 upp till n i
exemplet ovan). Trots att ekvationen ger en kurva &r den linjér till sin natur och dérfor giller samma
forutsattningar som for alla annan linjar regression. Vi har bara en X-variabel, men den forekommer
flera ganger fast som polynom av sig sjélv. Med en polynomial regression kan man anpassa vilken
form av kurva som helst till de data man har. Det enda som begrénsar dr antalet observationer. Man
bor dock undvika héga polynom eftersom de funktioner som dessa ger upphov till dr osdkra. Inom
biologin &r det ytterst sdllan man anvédnder hgre én tredjegradspolynom.

I figur 27 illustreras en enkel och en polynomial linjar regression pa samma data. Den enkla
regressionen hittar inte nigot samband medan den polynomiala uppnir ett r*-virde pa 0,75. Som synes
ar dock skattningar av Y fran regressionskurvan i figur 27b mycket osdkra. Vid t.ex. X = 10 ligger det
predikterade Y-vérdet ndgonstans mellan 0,25 och 15,1, med a = 0,05.

a) b)
25 25
2 = 0,01
20 + 20
15 + *
g .\ 15
01 w0
5 .+ * + g
+ - 5
o+ 4+ 6
-3 T T T T 5
0 5 10 15 20 25 0
X

Figur 27. Linjér (a) och 6:e grads polynomial (b) regression pa samma data. Den streckade linjen i b ar 95%-igt
prediktionsintervall.

Vigledning om hur ménga polynom som ska tas med far man genom att se till P-wéardet for b i
regressionsekvationen. Nér man anvinder denna teknik startar man med en kvadratisk regression och
ser om by och b, ir signifikanta. Om b, ir signifikant ligger man till X*-termen och kontrollerar P-
vérdet for bs. Detta upprepas tills det att b inte ldngre ar signifikant. Det finns dock ett problem med
denna metod; om man har komplicerade samband som i exemplet i figur 27. kan b vara osignifikant
for alla polynom till och med tredje graden, men sedan bli signifikant for ett fjairdegradspolynom.

“Adjusted r>”

I exemplet for multipel regression ansag vi att den modell som hade tva termer var den mest korrekta.
Detta trots att modellen med tre termer hade ett hogre r’-virde, och modellen med fyra termer dnnu
hogre r*. Anledningen till att vi valde en modell med tva termer berodde bl.a. pa P-virdena for de olika
X-variablerna. Som synes 6kar r* med okat antal termer, oavsett om termen ar signifikant eller ej. Av
denna anledning kan man inte anvinda r* for att bedéma vilken av olika modeller som ér den bista.
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For att veta vilken modell som dr den bésta i fraga om forklaringsgrad ser man istéllet till det justerade
r’-virdet, “adjusted r*” p4 engelska. Detta r>-virde 4r justerat for antal termer i regressionsekvationen.
Om man ligger till fler och fler termer i en regressionsekvation kommer, som sagt, r* att 6ka hela tiden
medan det justerade r’-virdet kommer att na ett optimum och sedan minska (tabell 31). Det hogsta
antal termer man ska ta med 4r det antal som ger det hogsta virdet pa det justerade r*-virdet. Detta
giller bade multipel regression och polynomial regression!

For att illustrera effekten av antalet variabler pa r* ligger vi till tio rena slumpvariabler till data i
exemplet for multipel regression. I en ny multipel regression med alla tolv termer 6kade r” till 0,6
istillet for 0,29 som man fick med endast de tvé signifikanta kemivariablerna. Det justerade r*-virdet
ar dock 0,22, vilket dr lagre dn 0,25 som var det justerade -virdet for modellen med tva variabler
(tabell 31). P-virdet for modellen med tio slumpvariabler blev dock 0,18 vilket indikerar att modellen
som helhet inte &r signifikant. En stegvis regression med “forward selection” gav tre variabler i den
slutgiltiga modellen, varav en var en slumpvariabel. I denna regression blev r* = 0,34, "adjusted r*” =
0,32 och P =0,0046 (tabell 31). Man kan séledes konstatera att modellen med tva kemivariabler och
en slumpvariabel matematiskt sett ir den bésta att forklara variationen hos antal taxa av bottenfauna. (I
verkligheten ska man givetvis inte ldgga till slumpvariabler. I detta exempel har det bara rakat bli sa
att en av de tio slumpvariablerna var korrelerad till antalet taxa, vi har saledes blivit lurade av
slumpen.)

Tabell 31. Illustration av hur r* 6kar med antal termer, men att "adjusted r** har ett optimum

Modell r Adjustedr” P
Original (2 termer) 0,29 0,25 0,0090
Original + 1 slumpvariabel 0,34 0,32 0,0046
Original + 10 slumpvariabler 0,60 0,22 0,18

Transformationer

Niésta grupp av metoder vi tar upp for att utféra regression pa icke-linjéra samband &r olika
transformationer som leder till att linjar regression kan anvéndas.

I avsnittet om datatransformation presenterades nagra olika sétt att transformera data (tabell 2). Genom
att tillimpa ndgon av de transformationer som ndmndes dir kan man dstadkomma ett linjart samband
av en icke-linjér funktion, och ddrigenom anvénda linjér regression. I vissa fall kan man genom
logaritmlagarna omvandla ickelinjdra samband till linjara. Detta géller t. ex. modellen for exponentiell
tillvixt, Y = a x €%, som kan skivas om till:

log(Y) = log(a) + b x log(X).

I detta fall kan man anvénda linjér regression om modellen uppfyller alla forutséttningar for detta (se
ovan). Om man inte kan utfora en linjér regression, t.ex. pa grund av heteroscedastisitet efter
transformation eller att modellen inte gar att transformera till en linjér form, anvénder man istéllet
icke-linjir regression (se nista avsnitt).

Box-Cox-transformation

Det finns manga metoder for transformation. I detta avsnitt kommer vi kort att beréra en familj av
transformationer som kallas Box-Cox-transformation. Namnet kommer av att G.E.P. Box och D.R.
Cox presenterade metoden i en publikation 1964. Box-Cox-transformation finns som standard hos de
flesta datorprogrammen.

I Box-Cox-transformationer borjar man med att transformera Y-variabeln enligt:

A
y—l, om A+0

Ya=4 4
In(y), om A=0
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dér A oftast varierar mellan -2 och 2. Sedan gdr man en regression for varje virde pa A inom det
intervall man provar. Oftast provar man A =-2, -1,5 0.s.v., i steg om 0,5 upp till A = 2.

For att ta reda pé vilket av alla virden pa A som ger den bista transformationen av de data man har
anviander man en metod som kallas ”maximum likelihood” eller maximimetoden. Vi gar inte in pa
matematiken bakom detta utan ndjer oss med att presentera formeln:

L = —g x In(MSE;) + (1 — 1) x Z In(y)

dér MSE ér "Mean Square Error” som fés fran en enkel linjir regression (ur ANOVA-tabellen), n ar
antalet par av observationer och y; ir de enskilda Y-virdena.

Nér man berdknat virdet pa L for alla olika A véljer man det A-véirde som ger det hogsta vérdet pa L.

Det enklaste sittet att avgora vilket virde pd A som &r det bésta dr att gora ett diagram med L mot A
(tabell 32).

Tabell 32. ”Mean Square Error” fran enkla linjira regressioner pd samma data som i figur 28, men med Box-Cox-
transformerade y-virden med olika védrden pa A, och korresponderande vérde pa L enligt maximimetoden. Till hdger en
illustration av data i tabellen.

A MSE L

-2 6,27 x10°  -200 100
-1 2,59 %107 -157 140
-0,5  2,05x10° -137 ~ 180
0 0,157 -118 -220
0,5 152 -101

1 76,1 x 10° -129

2 8,05 x 10" -175

Ett exempel fér illustrera det hela. Sambandet mellan ldngd och vikt hos en organism ser ut som
illustrerat i figur 28. Genom att titta pa data ser man tydligt att de inte passar for en enkel linjér
regression (figur 28a). En andragrads polynomial regression verkar diremot fungera utmérkt (figur
28b). I polynomiala regressioner transformerar man X-vérdena sé att data ska passa ekvationen for
linjér regression. Med Box-Cox-transformationer dndrar man istillet Y-virdena sé att data ska passa
en linjar modell.

a) b)
2= +
< 3500 o 3500
< 2500 < 2500
£ 1500 ¥ < 1500
500 + 500
T T T T T T T T T T 1 T T T T T T T L) T T 1
25 75 125 175 225 275 25 75 125 175 225 275
Langd Langd

Figur 28a, b. Samband mellan langd och vikt hos en organism. Enkel (a) och 2:a grads regression (b).

Om vi sitter in data pa n och y; blir formeln for L) =-11.5x ln(MSE;L )+ (7» - 1)>< 139.2 . Nar vi vil

har denna formel &r det bara att prova med olika virden pa A. Det forsta man gor &r att transformera
alla y enligt formeln ovan till y,. Fér A = -2 blir y, = (y~ - 1)/-2. Dérefter gér man en enkel linjar
regression (tabell 33) for att fa reda pa virdet pa "Mean Square Error”. Detta upprepas sedan for alla
varden pa A som man vill prova, och for varje A berdknar man L (tabell 32).
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Tabell 33. Resultat frn en enkel linjdr regression pa data i figur 28, men med Box-Cox-transformerade y-vérden (A = -0,5).

ANOVA table DF Sum of Squares Mean Square F-Value P-Value

Regression 1 19095,239 19095,239 1252,14 <0,0001
Residual 19 289,752 15,250
Total 20 19384,990

Coefficients Coefficient Std. Error Std. Coeff. t-Value P-Value

Intercept -25,639 2,624 -25,639 -9,771 <0,0001
X 0,527 0,015 0,992 35,386 <0,0001

Som framgar av tabell 32 och figuren bredvid tabellen dr det A = 0,5 som ger det hogsta vérdet pa L.
Vi kan nu kombinera den transformation vi gjort av y med A = 0,5 med den regressionsekvation som
vi fick for A = 0,5 (tabell 33). Vi far da:

y05_1
0,5

= —25,6 + 0,527 X x. Genom att 16sa ut y ur denna ekvation* far vi:

y=139,24-6,219 x x + 0,694 x x*,

vilket dr den linjara ekvation som beskriver sambandet mellan X och Y efter Box-Cox-transformering
med A = 0,5. Denna ekvation kan jimforas med ekvationen som andragradsregressionen (figur 28b)
gav:

y=128,8-6,276 x x + 0,072 x x*.
Hur vet man da vilken av de tva regressionerna som bor véljas?

Svaret pa denna fraga far man genom att jamfora F-koterna for de tva regressionerna, d.v.s.
andragradsregressionen och regressionen med Box-Cox-transformerade y-data med A = 0,5. Denna
jédmforelse later sig goras eftersom bada F-kvoterna géller samma data. [ detta exempel ar F-kvoten for
andragradsregressionen 799 vilket ska jamforas med 1252 som dr F-kvoten for Box-Cox-regressionen
(med A = 0,5). En hogre F-kvot innebér en béttre modell (se utforligt resonemang i ANOV A-avsnittet)
och vi kan konstatera att Box-Cox-transformationen gav en béttre regressionsekvation dn
andragradsregressionen.

*) y l6ses ut m.h.a. féljande steg:
yo =1

= —256+0,527 X x =

2
—25,6 + 0,527 x x —256 0,527 xx 2
y= ( 2 )+ 1 =( 2 T2  t 1) =

2

_ (—25,6 N 1) . (0,527 X x)z o5 (—25,6 N 1) N (0,527 X x) _
“\ 2 2 2 2 -

=139,24 + 0,694 xx?- 6,219 xx =
=139,24-6,219 xx + 0,694 x x?

Icke-linjar regression

I detta sista avsnitt under huvudrubriken ”Icke-linjdra samband” kommer vi att kort ga igenom en typ
av regression som inte bygger pa den linjara modell vi anvént hittills. Om man har data som inte ens
efter en transformation kan beskrivas med en rét linje, & man tvungen att anvénda andra typer av
modeller for att beskriva sambandet mellan variablerna. Det finns manga typer av icke-linjéra
samband och négra dr presenterade i tabell 34.
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Tabell 34. Exempel pé olika icke-linjdra modeller.

Typ Modell Exempel Beskrivning

5 250 /

: £ 1503

Exp?nentlell Y =axe™. = el Populationstillvéxt
tillvaxt 17601900 2060

3 %3

. BEL
Exp (?nentlellt Y =axe®™, pitE Mortalitet
avklingande T
Tid

ETE .
Asymptotiskt Y = a - by(e™) 373 Kumulativa samband, t.ex. art-
regression : < Rdaso areakurvor

Y . i /| |Populationstillvixt vid
e et = >153 opulationstillvéxt vi
Logistisk tillvéxt - 053 :
ogistisk fitlvax (1 +b; (e bZXD j3anpant predationstryck
Tid
2 g9\ e

Gaussformad Y (Do o X+byX7) 513 En arts fordelning ldngs en
logistisk L4 o(bo by xX+b, xX2) 0 #.,[EISI;’:?L‘;“{ miljogradient

En viktig del av icke-linjér regression &r att vilja riatt modell for sina data. Detta g6rs ndmligen inte
automatiskt av det datorprogram man anvander. Anledningen till detta 4r att val av modell inte ar ett
matematiskt utan ett vetenskapligt problem. Den modell som véljs maste vara grundad pa teorin
omkring de data man har. I de flesta datorprogram som klarar av icke-linjér regression skriver man in
den modell man vill anvédnda for hand.

Principen bakom bade icke-linjar och linjér regression &r att anvinda sina data for att hitta de bista
mojliga virdena pa parametrarna i regressionsekvationen (a och bp). Nar man hittat dessa far man den
ekvation, eller modell, som pé bésta sétt beskriver sambandet mellan X och Y. Det som skiljer de bada
typerna av regression ar dels att parametrarna inte adderas utan multipliceras i icke-linjér regression,
och dels sittet att berdkna parametrarna.

I icke-linjér regression anvinder man inte minsta kvadratmetoden som i ANOVA och linjér regression
for att komma fram till virden pa parametrarna. Istillet anvénds en s.k. iterativ procedur som &r s
berdkningsintensiv att det 4r i stort sett omdjligt att utféra denna typ av regressioner for hand. Med
iterativ procedur menas att programmet startar med godtyckliga virden pé regressionsparametrarna (a
och by, i tabell 34) och fran dem beriknas nya béttre varden, och fran dessa berdknas dnnu battre
varden, o.s.v. Detta fortsatter tills det att ytterligare steg inte leder till forbéttrade vérden pa
parametrarna, inom vissa grinser. De flesta datorprogrammen kréver att man sjalv ger startvirden pa
parametrarna. Har bor man vélja virden som dr nagorlunda rimliga. Om startvirdena ar helt fel
kommer de upprepade berdkningarna inte leda till béttre virden pa parametrarna. Detta kallas att
iterationen inte konvergerar. Om detta skulle intraffa fir man besked om detta av datorprogrammet.

Efter att man utfort berdkningarna har man i bésta fall anpassat en kurva till de data man har. Hur vet

man da om anpassningen &r bra eller ej. Nar man arbetar med icke-linjar regression kan man inte bara
se till r’-virdet. Det 4r till och med sa att manga program inte ger nigot virdet pa r* eftersom det inte

ar ett bra méatt pa kurvanpassningen i icke-linjér regression. Saledes maste man se till andra métt.

En forsta kontroll &r att forvissa sig om att iterationerna konvergerade. Om inte, fér man prova en gang
till, men med andra startvirden pa parametrarna. Om detta lyckas ar det dags for en visuell bedomning
av resultatet. Aterigen kan resultatet bli helt felaktigt om man valt fel parametrar (figur 29a). En annan
anledning till att regressionslinjen hamnar langt fran datapunkterna kan vara att man valt en felaktig
modell.
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Figur 29. Icke-linjar regression med a) felaktiga startvdrden pa parametrarna och b) korrekta startvdrden.

Om man kan konstatera att regressionskurvan ser ut att vara korrekt, som i figur 29b, kan man gé
vidare. Nésta steg blir att undersoka P-véarden for de olika parametrarna. Om en parameter inte ar
signifikant skild fran O 4r parametern 6verflodig och kan tas bort, eller s& har man valt en felaktig
modell. En del program ger inte P-varden for parametrarna utan istéllet fir man ett konfidensintervall.
I dessa fall maste hela konfidensintervallet vara hogre eller ldgre dn 0 for att man ska kunna siga att
parametern i fraga ar signifikant skild fran 0. Ytterligare sétt att kontrollera om en parameter ar
overflodig ar att se till korrelationen mellan parametrarna. Om tva parametrar dr mycket starkt
korrelerade finns anledning att fundera om ndgon av dem &r 6verflodig. Om sa ar fallet kan man
antingen behalla den modell man har eller sd borjar man om med en ny modell. Man ska striva efter
att fa en modell med sé fa parametrar som mdjligt, men om man pé teoretiska grunder vet att man valt
ratt modell behaller man modellen &ven om anpassningen av de data man har indikerar att modellen
har for ménga parametrar.

Logistisk regression

Alla regressioner vi gétt igenom hittills har forutsatt att bdde X och Y dr kontinuerliga variabler pa
lagst intervallskalnivén. Har kommer vi att kort gd igenom principen for regression nér
prediktorvariabeln, X, ar kontinuerlig, men responsvariabeln, Y, & nominal, t.ex.:

« ndrvarade eller franvarade
* hane eller hona

I dessa fall kan man inte anvinda vanlig regression. Istillet far man anvénda s.k. logistisk regression
som &r en variant av den vanliga regressionen. Efter nagra matematiska operationer kan man anpassa
en nominal Y-variabel till en linjir funktion av en eller flera X-variabler.

Eftersom X-variablerna fortfarande &r kontinuerliga kan man uttrycka dem med den linjdra modellen
som vi kénner fran tidigare avsnitt. Vi fa da:

Y=a+bxX.

Responsvariabeln, Y, kan dock inte anvindas i den form som foreligger eftersom den inte &r
kontinuerlig. De olika klasserna hos Y-variabeln kodas ofta som O eller 1, men detta &r bara namn pa
klasserna. Man skulle lika gdrna kunna ge namn som “Hane” och "Hona”. Om man anvint namnen
”0” och 1” kan man inte anvénda dessa siffror som om de vore uppmaétta responser dven om man latt
kan lura ett datorprogram till att tro att det & métvirden och inte namn!

For att kunna ha med en nominal Y variabel i en regression méste man saledes géra nagon form av
transformering. Det dr hér det logistiska i ”logistisk regression” kommer in. Y-variabeln gors om till
en kvot mellan sannolikheten for 1 och sannolikheten for 0, enligt
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In (ﬁ),

dar p ar sannolikheten for 17 och 1-p foljaktligen sannolikheten for 0. Kvoten p/(1-p) kallas
oddskvot (odds ratio, pa engelska) och naturliga logaritmen for denna kvot kallas “logit” vilket givit
tekiken dess namn.

Genom att kombinera de tva ovanstaende ekvationerna far vi den logistiska regressionsmodellen:

ln( p )=a+b><X
1-p

Denna modell kan skrivas om till en modell for sannolikheten for att Y-variabeln ska vara ”’1” enligt:
a+bxX

p
i
nl—p
e

p= 1+ ea+b><X

a+bxX a+bxX

)=a+b><X:1p =ea+b><X:p=e,a+b><X_pXeaerxX=>E=e _ea+b><X:1+ea+b><X=e
-p p p p

=

vilket &r en icke-linjér regressionsmodell (jfr. forra avsnittet).

Denna modell kommer att resultera i en S-formad kurva (=regressionslinjen) som &r begriansad mellan
0 och 1 (figur 30). For varje X-virde ger avstandet under kurvan sannolikheten, p, for att Y ar 0, och
avstandet dver kurvan sannolikheten att Y &r 1 (eller tvirt om beroende pa hur man kodat sina data).
Om termen (a + b x X) i den logistiska regressionsmodellen har ett hogt varde kommer p att ndrma sig
1 och vid ett 14gt virde kommer p att nédrma sig 0.

Koén (Y) Léngd (X) 1,00 ——
Hane 0,92 + g +4¢/ o)
Hane 0,99 . + ¥ /f’ 3
Hane 1,05 g 0754 + t
2 + +¥ C
Hane 0,90 = [Xe) 2
.‘§ + +H f - Go 3
5 0,50 * af o 0o
o Y +/ O o
.. .. S + + i
Hona 0,76 ] + ! o O
E A ~ 0N L
Hona 0,79 8 0,25 ++ f,-’%. i
Hona 0,81 % .
Hona 0,71 + o "Ho O
0,00 o —'i"'{j T T T T
05 06 07 08 09 10 11 1,2
Langd

Figur 30. Exempel pé en logistisk regression dar man vill predicera kon fran langd. Langst till hoger ett utdrag ur
datatabellen. Kors indikerar honor och ringar hanar. Regressionslinjen visar sannolikheten for "Hane”, vilket dr detsamma
som sannolikheten for ”inte Hona”. I diagrammet ar Y-vérdet for varje observation &r slumpat, medan X-vérdet dr den
observerade langden.

Berdkningarna i en logistisk regression bygger precis som i icke-linjar regression pa den s.k.
maximimetoden (maximum likelihood method). Trots att berdkningarna skiljer sig fran minsta

kvadratmetoden som anvinds vid vanlig regression presenteras resultaten i en tabell som paminner om
ANOVA-tabellen.

I tabell 35 presenteras resultaten fran regressionen i figur 30. Vérdet pa "—LogLikelihood” motsvarar
kvadratsumman i vanlig regression. Vérdet som testas ar skillnaden (Difference i tabellen) mellan den
modell som erhalls om sannolikheten var lika stor 6ver hela X-skalan (Full) och den modell som
erhélls genom att anpassa data (Reduced). Testvardet ar chi-tva-fordelat och P-vérdet ger (nagot
forenklat) sannolikheten att nollhypotesen dr sann. Nollhypotesen i en logistisk regression ar:
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Hy: Sannolikheten for ”0” dr 0,5 for alla X-véarden.

Tabell 35a, b, c. Resultat fran den logistiska regressionen presenterad i figur 30.

Model -LogLikelihood DF ChiSquare Prob>ChiSq
Difference 19,237180 1 38,47436 <0,0001
Full 22,351651

Reduced 41,588831

RSquare (U) 0,4626

Parameter Estimates

Term Estimate Std Error ChiSquare Prob>ChiSq
Intercept -17,577248 4,3405615 16,40 <,0001
Langd 19,3435094 4,736286 16,68 <,0001

For log odds of Hane/Hona

Determinationskoefficienten, R?, ett matt pa hur mycket béttre modellen blivit genom att ta med data,

j@mfort med att man har en modell som sétter sannolikheten for 70 till 0,5. Det 4r saledes inte samma
1* som i vanlig regression. Ofta skriver man r* nir man anvént minsta kvadratmetoden och R* niar man
anvint maximimetoden.

Tabellen med vérden for de olika parametrarna ger forutom parametervérdena éven standardavvikelse
och P-virden for parametrarna. Har géller samma principer som for presentation av parametrar i icke-
linjér regression i avsnittet innan.

Detta var en introduktion till logistisk regression. Exemplet var den enklaste tinkbara modell man kan
testa m.h.a. denna teknik. Det dr fullt mojligt att ha fler nivaer &n tva hos responsvariabeln. Dessutom
kan man ha fler X-variabler som i en multipel regression.



64

Chi-tva-tester och kontingenstabeller

Chi-tva-tester

I det forra avsnittet gick vi igenom en metod som byggde pa att en variabel dr nominal och en
kontinuerlig. I detta avsnitt kommer vi att ta upp olika tekniker som anvénds dé alla variabler ar
nominala. Dessa tekniker sammanfattas under det gemensamma namnet chi-tva-tester och omfattar
tester for homogenitet, slumpmaéssighet, association, oberoende och anpassning till en fordelning
(goodness of fit). Trots mangfalden av tekniker bygger alla pa samma princip: man jamfor den
observerade fordelningen med den fordelning man skulle forvénta om nollhypotesen &r sann.
Resultatet sammanfattas i en testvariabel, %, som kan jaimforas med tabellerade vérden pa y” for att
avgora om nollhypotesen ska behéllas eller forkastas.

Oftast gor man en sammanstéllning av resultaten i en s.k. kontingenstabell dér antalen av de olika
observerade kategorierna noteras (tabell 36). En kontingenstabell sammanfattar sdledes data fran
studier dér resultatet &r olika kategoriska variabler, t.ex. hona eller hane eller olika tillstandsklasser
eller avvikelseklasser i Naturvardsverkets bedomningsgrunder.

Tabell 36. Antal sjoar i olika tillstdndsklasser for totalfosfor enligt Naturvardsverkets bedomningsgrunder for miljokvalitet, i
norra och sddra Sverige. Data frén riksinventeringen av sjdar och vattendrag 2000.

Tillstandsklass Summa
Omrade 1 2 3 4 5
Norra Sverige 1016 170 54 13 2 1255
Mellersta Sverige 1610 614 265 129 71 2689
Sydligaste Sverige 65 88 57 20 15 245
Summa 2691 872 376 162 88 4189

De fragor man kan besvara med hjilp av data fran en kontingenstabell ar av typen: dr ndgon
kombination av de klasser jag studerar Gverrepresenterad, t.ex. dr det vanligare med tillstindsklass 1 i
norr 4n i séder? Detta kommer att yttra sig som att data dr koncentrerade till nagra av cellerna i
tabellen. De statistiska hypoteserna blir:

Hy: Inom en kolumn 4r sannolikheten att en observation ska hamna 1 en viss rad dr densamma for alla
rader.

H;: Inom en kolumn har minst tva rader olika sannolikheter for att en observation ska hamna i de
raderna.

Dessa hypoteser testas i ett s.k. chi-tvi-test (y7). Det forsta man gor i ett sidant test ér att beriikna de
frekvenser som skulle forekomma om nollhypotesen dr sann, s.k. forvintade frekvenser (Expected
frequency, E). For att berdkna de forvantade frekvenserna borjar man med att se till den fordelning
sjoarna har mellan de olika tillstdndsklasserna oavsett var i Sverige sjon ligger. Detta gor vi for att f4
reda pa hur ménga sjoar i respektive klass vi har med 1 undersokningen. I exemplet &r t.ex. andelen
sjoar i klass 1 2691/4189 = 0,64, och andelen sjoar i klass 2 872/4189 = 0,21, o.s.v.

Nu vet vi hur vi samlat sjoar i olika tillstandsklasser. Nista steg dr att se hur antalet sjoar inom
respektive klass skulle fordela sig mellan de tre omradena, om nollhypotesen ar sann. Bland de 1255
sj0arna i norra Sverige borde 64% finnas i tillstandsklass 1, eftersom 64% av alla sjdar oavsett region
befanns tillhora klass 1. P4 motsvarande sitt borde 21% av de 1255 sjdarna i norr vara i klass 2 om
nollhypotesen ar sann. 64% av 1255 sjoar dr detsamma som 0,64 x 1255 = 806,21 stycken sjoar. Detta
ar den forvéntade frekvensen om nollhypotesen dr sann. Detta virde och 6vriga forvintade frekvenser
i exemplet dr ifyllda i tabell 37. En allmén formel for att berdkna forvintade frekvenser blir:

_
ET,k - W X Ny,
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dar n = totala antalet observationer i kolumn K, n, = totala antalet observationer i rad r och N = totala
antalet observationer.

Tabell 37. Forvintade frekvenser fran tabell 36, om nollhypotesen dr sann.

Tillstandsklass
Omréade 1 2 3 4 5
Norra Sverige 806,21 261,25 112,65 48,53 26,36
Mellersta Sverige 1727,4 559,75 241,36 103,99 56,49
Sydligaste Sverige 157,39 51,00 21,99 9,47 5,15

Trots att de observerade frekvenserna bara kan var heltal ger man brékdelar i forvintade frekvenserna
eftesom detta &r en del av den statistiska metoden och inte ndgot man observerar.

For att testa nollhypotesen berdknar man som i vrig hypotesprovning virdet pa en testvariabel. I detta
fall kallas testvariabeln ”. Testvariabeln beriknar man enligt:

(0-E)?
E b

X=X

dar O betyder observerad frekvens. Denna variabel ar s.k. chi-tva-fordelad med (r-1)x(k-1)
frihetsgrader, dér r = antalet rader och k = antalet kolumner. I detta fall har vi (3-1)x(5-1) =8
frihetsgrader.

For att undersoka om vi ska behalla eller forkasta nollhypotesen jamfor vi det erhdllna virdet pa x>
med det kritiska virdet man far ur en -tabell vid 8 frihetsgrader. I detta fall ska vi forkasta
nollhypotesen om det berdknade virdet pa % dr hogre 4n tabellvardet som &r 20,09 vid oo = 0,01.

Om vi stoppar in vara vérden i formeln far vi:

2 _ (1016-806,21)%  (1610-1727,4)2 (15-5,15) _
- 806,1 17274 515 358,18.

Detta y*-virde for vara data dr mycket hogre 4n det kritiska virdet pa x* for 8 frihetsgrader och o =
0,01. Vi kan saledes forkasta nollhypotesen och konstatera att d&tminstone nigon rad ar
overrepresenterad i nagon kolumn. Detta kan uttrycka som: ”...fordelningen mellan olika
tillstandsklasser var inte densamma i de olika delarna av landet...”.

Hur vet man da vilken eller vilka celler 1 datatabellen som avviker fran det forvintade virdet, och som
dirmed orsaker ett hogt virde pa testvariabeln (y?)?

Forutsattningar

En av de viktigaste forutsattningarna for ett chi-tva-test ar att de forvintade frekvenserna blir
tillrackligt hoga. Ett generellt rad fran statistiker &r att ingen forvéntad frekvens bor understiga 5. Ett
krav dr att ingen forvéntad frekvens understiger 1, och att hogst 20% av de forvéntade frekvenserna
understiger 5.

Som vid alla statistiska undersokningar méste proven vara oberoende av varandra, d.v.s. insamlandet
av ett datum far inte paverka vilket virde nésta datum fér (datum é&r singularformen av data).

Alla datum i en chi-tva-analys maste vara kategoriska. Berdkningarna maste sedan ske pa frekvenser.
Om man gor en tabell med andelar eller procent och utfor ett chi-tva-test pa en saddan tabell kommer
resultat bli helt felaktigt!

Ovanstéende ér ett typexempel pé chi-tva analyser. Vi kommer nu att gé igenom négra av de olika
varianter som finns.
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Test av frekvenser

Detta test innebér att man testar om antalet observationer i olika kategorier skiljer sig fran en forviantad
fordelning. Det kan antingen vara en jimn fordelning eller nigon annan kénd férdelning mellan
kategorierna. Skillnaden mot ovanstaende exempel ar att man inte beréknar de forvintade
frekvenserna fran de observerade, utan anvénder den kinda fordelning mellan klasser. Nollhypotesen
blir:

Hy: Fordelningen hos pé insamlade data skiljer sig inte fran den teoretiska fordelningen.

Blommorna hos kungséngslilja Fritillaria meleagris har tre olika farger; purpur, vit och en
mellanform. Enligt en tidigare undersdkning forekommer de tre formerna i proportionen 80%
purpur,15% vita och 5% 1 mellanformen. Antag att man vill testa detta genom en ny undersdkning.
Detta gér man genom att notera blomféarg hos 1000 slumpméssigt utvalda individer av kungséngslilja.
Resultatet blev 900 purpurfirgade 95 vita och 5 i mellanformen. Om resultaten fran den tidigare
undersokningen &r korrekta borde fordelningen av de olika fargerna i den nya undersdkningen vara
800, 150 och 50. Vi kan direkt ana att de tva unders6kningarna inte givit samma resultat. For att vara
pa den sékra sidan utfor vi ett chi-tva-test for frekvenser.

Vi sammanstéller resultaten 1 en tabell:

Purpur Vit Mellanform
Observerad (O) 900 95 5
Forvantad (E) 800 150 50
(O-E)/E 12,5 20,2 40,5

Virdet pé tesvariabeln blir 12,5 + 20,2 + 40,5 =73,2. Antalet frihetsgrader ar i denna typ av test antalet
kolumner -1. I detta exempel far vi df = 3-1 = 2. Fran en tabell far vi att det kritiska virdet pa y* vid df
=2 och a= 0,01 &r 9,21. Detta dr ldgre &n det berdknade vérdet pa testvariabeln och vi kan precis som
vi anade forkasta nollhypotesen att fordelningen skulle vara som i den tidigare undersokningen.

En frihetsgrad - Yates korrektion

Om man bara har tva kategorier i ovanstdende test kommer man att fa 2-1 = 1 frihetsgrad. I detta fall
kommer vardet pa testvariabeln att bli for hogt om man réknar pa vanligt sitt. Detta innebar en forhojd
risk att man beddmer en fordelning signifikant skild frén den teoretiska trots att sa inte &r fallet (ett typ
I-fel).

For att undvika detta gér man en korrektion i berdkningen av testvariabeln. Istéllet for den allménna
formel som presenterades i borjan av detta avsnitt anvinder man f6ljande variant:

(J0—E|-0,5)2
=r——

= , dér |O-E| dr absolutbeloppet av skillnaden.

Test av associationer

En association &r ndgon form av hopklumpning av data i ett insamlat material. Om data &r insamlade
pa ett korrekt sitt kan man anta att samma hopklumpning géller for hela den studerade populationen.

Det inledande exemplet visar hur man kan anvénda chi-tva-tester for att hitta associationer. Vi ska hir
ge ett mer tydligt exempel, dér det ar léttare att forstd vad som menas med association i detta
sammanhang.

Antag att vi vill testa om det finns nagon association mellan torvmark och ndgon av revlummer eller
lopplummer. Genom att utnyttja data frén Stdndortskarteringen fér vi antalet forekomster av de tva
arterna pa torvmark respektive icke-torvmark (tabell 38). De forvéintade frekvenserna berdknas enligt
den allménna formeln i inledningen av detta avsnitt.
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Tabell 38. Forekomster av tva lummerarter pa olika substrat, samt forvéintad forekomst och cell-chi-tvét-virde.

Observerat Lopplummer Revlummer Summa
Forvéntat (observerat)
Cell-chi-tva-vérde
Icke-torvmark 172 3971 4143
219,12 39239
9,919 0,5539
Torvmark 88 685 773
40,88 732,12
53,172 2,989
Summa (observerat) 260 4656 4916

Eftersom antalet frihetsgrader ar (r-1)x(k-1) = 1, &r vi tvungna att tillimpa Yates korrektion nér vi
berdknar chi-tva-vardet for respektive cell. Vi far da:

2

(172 — 219,12| — 0,5)2 (|88 — 40,88| — 0,5)> (|3971 — 3923,9| — 0,5)2
- 219,12 40,88 3923,9
(1685 — 732,12| — 0,5)?
732,12 -
=9.919 + 53,17 + 0,5534 + 2,969 = 66,61.

Det kritiska vérdet pa y* vid 1 frihetsgrad och o. = 0,01 &r 6,63. Detta ar langt ligre &n virdet pa var
framréknade testvariabel och vi kan forkasta nollhypotesen. Detta betyder att det finns en stark
association mellan de variabler som ingick i testet. Genom att studera de forviantade frekvenserna och
chi-tva-virdena i varje cell (tabell 38) kan vi konstatera att lopplummer &r associerad till torvmark.

G-tester

G-tester &r ett alternativ till chi-tvé-tester och kan anvindas i alla situationer dér ett chi-tvé-test kan
anvindas. Vilken typ av test som anvénds beror till stor del pa tradition, d&ven om statistiker menar att
G-testerna har en starkare teoretisk grund.

For kontingenstabeller med en rad eller med 2 x 2 celler berdknas testvariabeln i ett G-test enligt:

_ 2XY Oxln(%)

" korrigeringsfaktor’
dér korrigeringsfaktorn berdknas enligt:
1+ (a*-1)/6nv, dir

a ar antalet kategorier, n dr det totala antalet observationer och v ér antalet frihetsgrader vilket
berdknas pa samma sétt som for chi-tva-tester.

For storre kontingenstabeller berdknas G med samma formel men utan korrigeringsfaktorn.

Testvariabeln G ar chi-tva-fordelad och for att ta reda pa signifikansnivan anvdnder man en chi-tva-
tabell precis som i chi-tva-tester.

Sokal & Rholf (1995) har en utforlig genomgang av G-tester och skillnaden mellan G- och chi-tva-
tester.
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Multivariata metoder

I detta kompendium kommer vi inte att ga in pa detaljer hos de multivariata analysteknikerna utan
endast redogora for huvuddragen hos nagra tekniker. Tanken med denna korta genomgéng ér att
lasaren ska kunna forsta och tolka studier dar man anvént multivariata metoder, speciellt vad géller
s.k. ordinationstekniker. Klassifikation dr ndgot mer utforligt beskrivet.

Multivariata metoder &r en grupp av statistiska analyser som skiljer sig fran alla andra tekniker som
tagits upp i detta kompendium. Den storsta skillnaden &r att man oftast inte testar hypoteser, som i
Ovriga tester. Multivariata metoder anvénds istéllet for att hitta olika monster och for att minska
komplexiteten i stora dataset. Typexempel pé dataset som ldmpar sig for multivariat analys ar
vegetation i provytor eller kemidata i vattenprover (tabell 39). Multivariata metoder anvinds bl.a. for
att:

» Minska komplexitet i de data man har.

* Sortera prover efter likheter i t.ex. artsammanséttning eller kemi.
* Hitta grupper eller klasser, som &r s homogena som mojligt.

* Hitta (milj6-) gradienter som inte dr uppenbara i stora dataset.

Tabell 39. Exempel pa tvéa dataset som ldmpar sig for multivarait analys.

Téckningsgrad (% Koncentration (olika enheter)
Provyta Art 1 Art2 Art3 | ... | Artj Vattenprov Tot-N | Alk. Cr L
1 12 2 0 a 720 ,12 ,066
2 15 3 0 b 352 ,52 ,050
3 75 10 1 c 509 ,09 ,024
i 80 1 0 nn 128 ,13 ,085

Det finns tva huvudgrupper av multivariata analyser: klassifikation och ordination.

Klassifikation anvinds for att sortera prover sa att de som liknar varandra placeras i samma grupp,
medan prover som dr olika placeras i skilda grupper. Detta kan man gora fér hand om man har en eller
tva variabler att ta hdnsyn till for varje objekt, d.v.s. vattenprov etc. Har man ddremot 30 variabler som
beskriver varje objekt och kanske 300 objekt blir det en néra pa omdjlig uppgift att sortera dessa for
hand.

Ordination anvénds for att minska komplexiteten i ett dataset och for att hitta monster. Stora dataset
ar omojliga att Gverblicka och det kan vara svart att veta vilka variabler som &r dominerande. Genom
att forst tillimpa en multivariat metod kan man reducera alla variabler som finns i hela datasetet till
oftast tva s.k. syntetiska variabler. T.ex. kan 30 kemivariabler frin en stor mingd vattenprover
sammanfattas i tva eller tre syntetiska variabler, eller ordinationsaxlar som de ocksa kallas.

Klassifikation

Klassifikation dr som namnet indikerar ett sitt att dela in ett datamaterial i klasser dar alla objekt
liknar varandra. For att kunna dela in t.ex. vattenprover eller provytor i sddana klasser behdver man
nagot matt pa hur lika eller olika proverna &r. Hur gor man da for att berdkna likheten mellan tva
objekt som &r beskrivna av t.ex. 30 olika variabler? Svaret pa denna fraga har manga funderat 6ver och
det finns idag minst 50 olika sitt att beskriva likheter eller olikheter mellan objekt som &r beskrivna
med ett godtyckligt antal karaktarer.

Ett vanligt avstandsmatt 4r Euklidiskt avstand. Detta matt &r relaterat till Pytagoras sats. Om tva objekt
(A och B) beskrivs av tva karaktirer, vi kallar dessa X och Y, kan man illustrera dessa tva objekt som i
figur 31a.
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Figur 31. Illustration av det Euklidiska avstandet mellan A och B, i tva och tre dimensioner.

I figur 31a berdknas avstandet mellan A och B med hjilp av Pytagoras sats:

\/(XB —x4)% + (Vg — Ya)?.

I figur 31b &r A och B beskrivna med ytterligare en karaktér, Z, och avstdndet dirmed illustrerat i tre
dimensioner. I detta fall berdknas avstandet som:

\/(xB —x0)% + (Vg —ya)? + (zp — 24)2.

Som synes dr den enda skillnaden mellan de bada formlerna antalet termer under rottecknet. I de fall
man har ytterligare karaktirer ldgger man till dem pa motsvarande sitt.

I tabell 40 visas data pa vattenkemi. Trots att varje objekt (= manad) ir beskrivet av sex karaktirer kan
man med litthet berdkna det Euklidiska avstandet mellan objekten (tabell 41) med hjélp av formeln
ovan. Vi kan konstatera att augusti och september dr mest lika vad géller vattenkemi och att augusti
och mars skiljer mest. De framréknade siffrorna dr avstdnd och dérfor &r tva objekt mer lika varandra
ju lagre virde pé avstandet.

Tabell 40. Vattenkemidata frn en provtagningsplats i en sj0, frdn olika ménader.

Manad pH  Syrgas Ca Mg  Namekv/l K mekv/l
mg/1 mekv/l  mekv/l
Mars 6,66 11,18 1,117 0,253 0,263 0,045
Augusti 7,14 6,81 1,00 0,235 0,256 0,031
September 6,98 7,84 0,853 0,217 0,219 0,035
Oktober 7,36 9,44 0,985 0,218 0,242 0,033
Tabell 41. Euklidiskt avstand mellan prover fran de olika ménaderna i tabell 40
Mars  Augusti September Oktober
Mars 0
Augusti 4,40 0
September | 3,37 1,05 0
Oktober 1,88 2,64 1,65 0

Efter att man sammanfattat avstdndet mellan alla par av objekt till en enda siffra per par, &r det dags att
anvéanda denna information fOr att gruppera objekten. De vanligaste metoderna ér s.k. agglomerativa
hierarkiska metoder. Dessa borjar med att se varje objekt som en enskild grupp. Dérefter slar man
samman grupper som liknar varandra. Detta upprepas med allt storre grupper till det att alla objekt
hamnar i samma grupp.

Det finns flera sétt att definiera vad som menas med “lika” grupper. Ett vanligt sitt 4r det som kallas
“nearest neighbour” eller ”’single linkage”. Med denna metod slés tva grupper samman vid det kortaste
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avstandet mellan ett objekt i den ena gruppen och ett objekt i den andra gruppen. Detta 1ater krangligt
och darfor far ett exempel belysa det hela.

For objekten tabell 41 kommer forst alla objekt att vara egna grupper vid avstandet O (figur 32).
Diérefter kommer augusti och september att slds ihop vid avstandet 1,05 (markerat i tabell 41) eftersom
de dr de minst olika objekten. Efter sammanslagningen kommer vi vid detta avstand fa tre grupper:
(augusti + september); mars; oktober. Det nést ldgsta avstdndet i tabell 41 finns mellan september och
oktober. Darfor slar man ihop gruppen (augusti + september) med oktober vid avstandet 1,65.
Slutligen slar man ihop gruppen (augusti + september + oktober) med mars vid nivan 1,88 som &r den
tredje lagsta avstandet i tabell 41. Ett vanligt sitt att presentera denna typ av matematiska Gvningar &r
att illustrera sammanslagningarna i ett triddiagram eller dendrogram. I figur 32 illustreras resultaten
av ovanstaende klassifikation. Dessutom visas det dendrogram som erhélls da man istéllet anviander
Wards metod for att sld samman grupper.

a) “Nearest neighbour” b) Wards metod
Augusti Augusti
September Oktober
Oktober September
Mar"?': t - Mars T —
0 1,05 1,65 1,88 0 1,43 1,91 3,51
Avstand Avstand

Figur 32. Dendrogram som visar en klassificering av data i tabell 40 enligt avstanden i tabell 41, med tva olika sétt att
berdkna avstand mellan grupper.

Nar man gor en klassificering finns det som antytts ovan flera olika sitt att berikna avstandet mellan
par av objekt, liksom det finns olika sitt att definiera vad som menas med att tva objekt ar lika. |
exemplet ovan anvéndes Euklidiskt avstdnd och “nearest neighbour”, fler sitt &r beskrivna i tabellerna
42 och 44. Det gar inte att reckommendera en viss kombination av avstandsmatt och teknik for
sammanslagning, utan detta maste avgoras fréan fall till fall. Som framfér av figur 32 kan resultatet
bero pé vilken metod man véljer.

De tekniker som anges i tabell 44 &r alla olika varianter av s.k. hierarkisk sammanslagning av objekt
till grupper. Om man har fler &n ca 200 objekt foresprékar manga statistiker att man istillet anvénder
en icke-hierarkisk metod for att skapa grupper. En sddan metod som forekommer i manga
statistikprogram ar “k-means”. Andra sétt att gruppera objekt gar under samlingsnamnet ~’Self-
Organizing Feature Maps, SOM”, som bygger pa neurala nétverk och artificiell intelligens. De senare
ar dock ovanliga én sa lange.

For vegetation finns ytterligare en metod som heter TWINSPAN som édr en forkortning av ”Two Way
INdicator SPecies ANalysis”. Denna metod bygger pa andra berakningsmetoder &n de som
presenterats ovan och ar ofta anvénd inom vegetationsekologin. Denna klassifikation gor man med
hjalp av ett datorprogram med samma namn som metoden. OBS! Tidiga versioner av TWINSPAN har
ett fel 1 algoritmerna. En korrekt version finns att ladda ner fran Jari Oksanens hemsida (URL januari
2012: http://cc.oulu.fi/~jarioksa/).

Tabell 42. Nagra olika sitt att beridkna avstand mellan tva objekt.

Matt Formel Kommentar
Euklidiskt avstdnd Kénsligt for olika skalor hos de karaktirer som
Z(xi — y;)2 |beskriver objekten. Tyngdpunkt pa dominanta
karaktirer.

avvikande varden.

Manhattan (City block) Z x; — vl Liknar Euklidiskt avstind men ger mindre vikt at
l L
Jaccards koefficient* S a

L Vanligt for vegetation.
) _a+b+c

Serensens index * S = 2a Besldktat med Jaccard, men ger storre vikt at arter
(Community coefficient) J 7 2a 4+ b + ¢ |som dr ndrvarande i bada ytorna

*) forklaring av a, b, ¢ och d ges i tabell 43
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Tabell 43. Grunden for formlerna i tabell 42. Bokstéverna anger antalet karaktérer (t.ex. arter).

Yta 1
Nérvarande | Franvarande
ﬁ Narvarande a c atc
S| Franvarande b d b+d
a+tb | c+d N

Tabell 44. Olika hierarkiska tekniker for sasmmanslagning av grupper

Metod Beskrivning Kommentar
Nearest neighbour Avstandet mellan de Ger sillan distinkta grupper. Kan dock spéra
(single linkage) nérmaste objekten diskontinuiteter i data.
Furthest neighbour | Avstandet mellan de Oftast bra metod om man har naturliga grupper, men
(complete linkage) mest avldgsna objekten |kan ge starka falska grupper. Kénsligt for avvikande
viérden.
Centroid Avsténdet mellan Relativt okénsligt for avvikande virden. Kan ge
gruppernas viktade objekt i fel grupp.
medelvirden
Average Medelvérdet av Bestér av flera varianter. Vanligast &r UPGMA
avstdnden mellan alla | (unweighted pair-group method using arithmetic
par av karaktirer averages). Tenderar att gruppera m.a.p. gruppers
varians.
Ward Anviander ANOVA for |Elegant metod som tenderar att ge sma grupper.

att berdkna avstand.

Ett traddiagram illustrerar hur olika objekt och grupper ér relaterade till varandra. Ett problem som
man inte far svar pé i en klassifikation dr var man ska avgransa sammanslagningen. I exemplet ovan
maste vi dra en grins ndgonstans mellan 0 och 1,88 for att fi ett antal relativt homogena grupper av de
objekt vi hade fran borjan. Om man sétter gransen till 0 dr varje objekt sin egen grupp och om man
sdtter gransen 6ver 1,88 hamnar alla objekt i samma grupp. Inget av dessa alternativ dr dnskvirda. En
viss vigledning om var man ska dra grinsen kan man f4 om man kan se en praktisk eller naturlig
gruppering. I exemplet kan det vara vettigt att dela sé att mars bildar en “vargrupp” och de 6vriga
manaderna bildar en "hdstgrupp”.

Ordination

Ordination &r ett samlingsnamn for ett flertal besléktade statistiska tester och anvénds bl.a. for att:
* minska komplexiteten i data,

« reducera antalet dimensioner,

* hitta och illustrera likheter och olikheter mellan objekt.

Med dimension menas i detta fall alla métbara och omitbara faktorer som paverkar de objekt man
mater. Inom vegetationsekologin ér det t.ex. alla biotiska och abiotiska faktorer som paverkar vilka
arter som véxer pa en viss plats. Ménga av dessa dr omojliga att médta men avspeglar sig indirekt i
sammansattningen av véxtarter. [ en ordination reducerar man alla dessa dimensioner till oftast tva
gradienter som visar den stdrsta variationen i det dataset man analyserar. Dessa tva gradienter, eller
axlar, kan man plotta mot varandra i ett diagram. I detta s.k. ordinationsdiagram kommer objekt
(provytor) som liknar varandra i artsammanséttning att hamna néra varandra och objekt som ér olika
varandra att hamna l&ngt ifrén varandra. Axel 1 visar alltid den stdrta variationen hos de data man
analyserar och i ett ordinationsdiagram later man alltid axel 1 vara den horisontella axeln.

Ordinationsaxlar har inga enheter i traditionell mening. Man kan dock i efterhand kontrollera om
objektens koordinater ldngs en axel korrelerar med nagon variabel som inte ingétt i sjilva
berdkningarna. Det &r t.ex. vanligt att man gor en ordination med artsammansattning som ingdende
data och att man efter det att provytorna fordelats langs ordinationsaxlar tolkar fordelningen m.h.a.
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olika miljovariabler. Om man hittar en god korrelation mellan provytors position langs en axel och
nagon testad miljovariabel kan man anta att variationen ldngs den axeln till stor del beror av det
testade variabeln.

En ordination (figur 33) av datasetet i tabell 40 visar att axel 1 skiljer mars ménad fran de tre
hostmanaderna, precis som klassifikationen visade. De tre hostmanaderna dr dock déligt separerade
langs den forsta ordinationsaxeln. Daremot far man en god separation av dessa tre méanader ldngs axel
2. Ordinationen ger en liknande bild av likheter och olikheter i vattenkemi i de tre proverna som
klassifikationen med Wards metod, men skiljer sig fran “nearest neighbour’-klassifikationen (jfr. figur
31).

En ordination ger dven svar pa fragan om vilka av de uppmétta variablerna som orsakar det monster av
objekt man erhallit. De olika variablernas inverkan framgar av deras placering i
ordinationsdiagrammet (figur 33). Kontinuerliga variabler markeras ofta med en pil fran origo for att
indikera att variabeln okar i den riktning som piken pekar. Ju ldngre fran origo desto storre inverkan,
och ju ndrmare en axel desto mer relaterat till den axeln.

I figur 33 framgér att pH kontrasterar mot dvriga variabler. Eftersom pH ligger till vanster om origo ar
det negativt korrelerat den forsta ordinationsaxeln, medan de 6vriga variablerna &r positivt korrelerade.
Mars-provet har salunda hdga vérden hos alla variabler utom pH, medan de tre hdstproverna har
motsatta forhallanden hos de kemivariabler som anvénts i analysen.
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Figur 33. Ordinationsaxel 1 och 2 fran en principalkomponentanalys (PCA) av data i tabell 40.

En varning

Det finns tvé olika familjer av ordinationstekniker och beroende pa vilka data man har véljer man den
ena eller andra. Om man viljer fel typ av ordinationsteknik blir resultatet felaktigt! Principen for att
vilja rétt teknik dr dock enkel, d&ven om det kan forekomma svara griansfall. Det hela baseras pa vilken
typ av data man har. Kemidata och likande har s.k. en linjér respons. Data pa organismers nirvaro i
provytor har ddremot en Gaussformad fordelning. Nagra ordinationstekniker forutsétter att data har en
linjar respons, medan andra bygger pa en unimodal (Gaussformad) respons (tabell 45).

Tabell 45. Sammanstillning av olika ordinationstekniker, uppdelade efter vilken typ av data som kriivs for att tekniken ska ge
korrekt resultat.

Linjér respons Unimodal respons

PCA Principal Component Analysis GO Gaussian ordination

RDA Redundancy analysis CA Correspondence Analysis

PCoO Principal Co-ordinate Ordination DCA Detrended Correspondence Analysis

PLS Partial Least Square Regression CCA* Canonical Correspondence Analysis
DCCA Detrended CCA

MDS Multi Dimensional Scaling MDS Multi Dimensional Scaling

* Akronymen CCA forekommer dven for ”canonical correlation analysis” som bygger pa linjar
respons.
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Manga allménna statistikprogram har moduler for ordination, men dessa &r nistan uteslutande metoder
som forutsétter linjar respons. Om man har andra typer av data finns ménga specialprogram for de
metoder som krévs i dessa fall. Inom vixtekologin anvénds ofta programmen CANOCO™ eller PC-
ORD, men det finns manga andra program att tillga t.ex. gratisprogrammet PAST eller modulen
”vegan” for R.
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